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IV Vorwort. 

gewandten Wissenschaft dienen; auch beim Studium der Kristallographie 
selbst gebührt den einfachen Verfahren erweiterte Verwendung. 

Mit Rücksicht auf die vollständige Darstellung der Grundlagen der an- 
gewandten geometrischen Kristallographie oder aus didaktischen Gründen 
wurde manches mit aufgenommen, was nicht in erster Linie fiir eine rein 
praktische Verwendung bestimmt ist. So besitzt z. B. die Zeichnung eines 
Kristalles aus dem Achsenkreuz gegenüber anderen Methoden nur mehr 
geringe Bedeutung, durfte aber trotzdem wohl nicht wegbleiben. Die Er- 
wähnung stereographischer Transporteure dient vorwiegend der Didaktik 
der stereographischen Projektion überhaupt. 

Die Abfassung des Buches war in den Hauptzügen bereits vor mehr 
als zwei Jahren vollendet; äußere Umstände haben die endgültige Fertig- 
stellung fiir den Druck verzögert. 

München, im Januar 494 4. B. Goßner. 
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Einleitung. 

Kristallberechnung und Kristallzeichnung sind die wichtigsten 
Hilfsmittel bei der Zusammenfassung und Darstellung der Resultate einer 
geometrischen Kristalluntersuchung. 

Die vollständige geometrische Untersuchung eines Kristalles nimmt 
folgenden Verlauf: 

Mit Hilfe der goniometrischen Messung bestimmt man die Winkel 
zwischen den einzelnen Flächen und ermittelt insbesondere auch deren 
Zonenbeziehungen. 

Das Ergebnis dieser Messungen verwendet man in Verbindung mit 
der optischen Prüfung zur Ermittelung des Kristallsystemes. 

Nun kommt die Wahl der Richtungen der Kristallachsen (Koordinaten- 
achsen), soweit hier noch Freiheiten bestehen, sei es mit Rücksicht auf das 
System überhaupt, oder auf das Erfordernis der einfachsten Zonen- 
beziehungen oder auf besondere physikalisch (durch Spaltbarkeit) ausge- 
zeichnete Richtungen. Es werden dies die Zonenachsen [4001, [04 0] und [004]. 
Den Kristall stellt man dann in der her- 
kömmlichen Weise so auf, daß eine Achse -^r 
vertikal steht (^-Achse), die zweite (^-Achse) 
bildet mit der ersteren Achse die quer ver- 
laufende Ebene. Die dritte Achse (^-Achse) 
erscheint dann nach vorn gerichtet, wobei 
die Ebene ab^ falls sie nicht in speziellen 
Fällen horizontal ist, nach abwärts geneigt 
ist (Fig. 4). Die acht abwechselnden (im 
allgemeinen ungleichen) Oktanten werden 
durch das Vorzeichen der drei Achsen- 
richtungen unterschieden (Fig. 4). Nun 
bestimmt man durch Rechnung unter 
Zugrundelegung gemessener Winkelwerte 
das Achsenverhältnis a:b\c = x\\:y iyir -kc 
die Grundfläche (4 4 4); x wtiAy werden bei Fig. \. 
dem üblichen Grade der Genauigkeit der 
Messungen als vierstellige Dezimalzahlen angegeben. 

Die drei Winkel, welche die drei Kristallachsen im allgemeinsten Falle 
paarweise einschließen, a, ^^, / und das Achsenverhältnis a\b\c^ also ins- 

GoOner, Kristallberechnung und Knstallzeichnung. \ 
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. gesamt fünf up^abt^ängjge Größen, heißen die Elemente des Kristalles. 
' Ihre Erixvltf^ang bildet die erste Aufgabe der Kristallberechnung. 
. , Die '.oächste Aufgabe ist die Ermittelung der Indizes aller Kristall- 
• ''flachen oder -formen, bezogen auf das einmal gewählte »Achsenkreuz«. Die 
* Berechnung erfolgt aus Zonenbeziehungen oder Winkelmessungen. 

Die nun folgende Aufgabe ist die Ermittelung von Winkelwerten 
zwischen einzelnen Flächen, welche aus den Elementen sich berechnen. 
Diese »berechneten Winkelwerte« stellt man den »beobachteten Werten« 
gegenüber. Der Vergleich liefert zugleich ein Maß für die Genauigkeit 
der Messungen. 

Die letzte Aufgabe bei der geometrischen Kristalluntersuchung ist die 
Zeichnung von Kristallbildem. Es ist dies eine Projektion des Kristalles 
mit seinen Kanten, Ecken und Flächen auf eine bestimmte Ebene, nach 
den Prinzipien einer zeichnerischen Darstellung polyedrischer Gebilde über- 
haupt. In erster Linie sollen hierbei die Zonenbeziehungen, also der 
Parallelismus von Kanten zum Ausdruck kommen, weswegen jedes Kristall- 
bild ein parallel projiziertes Polyeder darstellt. Die einfachsten Methoden 
stellen jedoch nicht die gewöhnlichen Methoden der Parallelprojektion dar, 
sondern bei der Zeichnung der Kristalle bieten spezifische Verfahren einen 
einfacheren Weg. 

Bei der Berechnung und Zeichnung der Kristalle stehen gemeinsame 
allgemeine Aufgaben der speziellen Anwendung gegenüber. Darum teilen 
wir das gesamte Gebiet in zwei Hauptteile, einen allgemeinen und einen 
speziellen. 

I. Allgemeiner Teil, 

In diesem Teil sind die besonderen kristallographischen Hilfsmittel der 
einfachsten Behandlung und Darstellung der Zonenbeziehungen und 

Winkelverhältnisse, sowie allgemeine 



Formeln zu erörtern. 



/ 



Winkel und Zonen. 



/ 



/ \ An jedem Kristall kann man 

zweierlei Winkel unterscheiden. 
Am wichtigsten sind die Winkel 
2 1 zwischen zwei Flächen. Man 

\ »/v^v;^ I gibt den Winkel als den Winkel* 

\ / ! \ "^ N / / zwischen den beiden Flächennormalen 

an; er ergibt sich direkt bei der ge- 
wöhnlichen Messung mit dem Re- 
flexionsgoniometer. In Fig. 2 seien 
4, 2, 3, 4 usw. Ebenen einer Zone, 
deren Achse auf der Zeichnungsebene 
senkrecht steht, ö;/,, (?;/,, Ori.^ ... 




i. Stereographische Projektion. 5 

Außer den Großkreisen, welche also die Zonen eines Kristalles dar- 
stellen, gibt es auf der Kugeloberfläche noch Kleinkreise. Der Klein- 
kreis besitzt einen bestimmten Winkelradius q) und auf der Kugeloberfläche 
einen Mittelpunkt. Der Klleinkreis ist der geometrische Ort aller Punkte, 
welche von diesem Punkte auf der Kugeloberfläche um den gleichen 
Winkel </) entfernt sind. Der Radius eines Kleinkreises in der Schnittebene 
mit der Kugel ist kleiner als jener der Großkreise, welcher gleich dem 
Kugelradius ist. 

Durch jeden Punkt auf der Kugeloberfläche gibt es beliebig viele 
Großkreise; sie haben alle einen gemeinsamen Durchmesser, nämlich den 
durch diesen Punkt gehenden Kugeldurchmesser. 

Drei beliebige Großkreise schneiden sich in drei Punkten; sie bestimmen 
ein sphärisches Dreieck. 

Die Darstellung auf der Kugel läßt sich nun einfacher gestalten durch 
eine geeignete Projektion der Kugeloberfläche auf eine Ebene. Dieses 
kann nach verschiedenen Prinzipien geschehen. Die einfachsten Darstellungs- 
methoden der Zonen- und Winkelbeziehungen sind die stereographische 
und die gnomonische Projektion. 

* 
1. Stereographische Projektion. 

Prinzip. Bei der stereographischen Projektion denkt man sich zuerst 
den Flächenkomplex eines Kristalles in der eben beschriebenen Weise auf 
der Kugeloberfläche dargestellt. Dann legt man die Projektionsebene so, 
daß sie mit der Ebene des horizontalen Großkreises zusammenfällt; Projektions- 
ebene ist also die horizontale Ebene durch den Kugelmittelpunkt. Der 
»Augpunktc ist der untere Pol zu diesem Großkreis. Davon aus ziehe man 
Strahlen (Gerade) nach den einzelnen Flächenpolen, zunächst nach jenen 
auf der oberen Kugelhälfte. Jede dieser Geraden schneidet die Projektions- 
ebene in einem Punkte, der Projektion des zugehörigen Flächenpoles. Der 
Großkreis auf der horizontalen Projektionsebene erscheint dabei in seiner 
eigentlichen Größe als Grundkreis. Alle Pole der oberen Kugelhälfte 
erscheinen als Punkte innerhalb des Grundkreises; alle Punkte der unteren 
Hälfte kommen außerhalb zu liegen. 

Die beiden Grundeigenschaften der stereographischen Projektion. 

r Alle Kreise auf der Kugeloberfläche erscheinen in der 
stereographischen Projektion wieder als Kreise. 

Beweis: In Fig. 5 sei A^A^A^A^ ein vertikaler Großkreis; A^ sei der 
Augpunkt, Die Gerade A^A^ ist die Spur der horizontalen Projektions- 
ebene, / ein Punkt auf diesem vertikalen Kreis, um welchen mit dem 
Radius pa = pb ein beliebiger Kleinkreis beschrieben sei. Die Gerade 
ab sei der Durchschnitt der Ebene des Vertikalkreises mit der dazu 
senkrechten Kleinkreisebene. 
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Die Strahlen von A^ nach den Punkten des Kleinkreises liegen auf dem 
Mantel eines schiefen Kegels mit der Spitze in A^^. Die Ebene mit der 
Spur afiy unter dem Winkel a geneigt, ist dabei eine Kreisschnittebene. 




A^f Augpunkt) 
Fig. 5. 



Die zw ab parallele Ebene mit der Spur a^b^ — zugleich Tangential- 
ebene in ^ — liefert ebenfalls einen Kreisschnitt (parallele Kegelschnitte). 
Dasselbe gilt für eine zur Zeichnungsebene senkrechte Ebene mit der Spur 
^4^«j welche durch p gegen A^b^ unter dem Neigungswinkel a gelegt 
wird. 

ab' ist ein Durchmesser der Projektion des Kleinkreises ab. 

Nun ziehe man bc^A^A^ und verbinde c und b mit A^, Dann ist 
^ A^^cb = ^ A^bc = a (weil ^ A^ab =^ ^ A^cb, als Winkel über 
demselben Bogen); ebenso ^ a'b'AQ = a. Die beiden Ebenen mit den 
Spuren a^b^^ bzw. a'b' sind also parallel. Nachdem die erstere den Kegel 
in einem Kreis schneidet, muß dies notwendig auch die Ebene mit der 
Spur ab' tun. Ihr Durchschnitt mit dem Kegel ist aber die Projektion 
des Kleinkreises ab. Also ist die stereographische Projektion eines solchen 
Kreises wieder ein Kreis. 

Auf einfachem Wege kann man folgendes erkennen: alle Kreise auf 
der Kugeloberfläche, welche durch den >Augpunkt« gehen, erscheinen in 
der stereographischen Projektion als Gerade, d. h. als Kreise mit unendlich 
großem Radius. Die Großkreise dieser Art werden zugleich Durchmesser 
des Grundkreises, während Kleinkreise durch den Augpunkt Sehnen dar- 
stellen. 



i. Stereographische Projektion. 



Jeder GroOkreis der Projektion besitzt zwei ausgezeichnete Punkte, den 
Mittelpunkt und den Pol (gleich dem um 90° von der Peripherie entfernten 
Punkt; nebst Gegenpol]. Die beiden Pole eines Großkreises durch den Aug- 
punkt liegen auf der Peripherie des Grundkreises; ein solcher GroOkreis und 
seine beiden Pole bestimmen zwei zueinander senkrechte Durchmesser. 

2. Die stereographische Projektion ist winkeltreu, d. h. zwei 
GroOkreise, welche sich auf der Kugeloberfläche unter einem bestimmten 
Winkel schneiden, erscheinen in der stereographischen Projektion als zwei 
sich schneidende Kreise, deren Tangenten im gemeinsamen Schnittpunkt 
den gleichen Winkel einschließen. 

Beweis (Fig. 6): A^A^A^A^ sei wieder ein vertikaler Großkreis, / ein 
Flächenpol darauf und A^ der Augpunkt; A^B sei die Spur der Projektions- 
ebene, welche senkrecht zur Zeichnungsebene steht. /' ist die stereo- 
graphische Projektion von/. pB ist die Durchschnittsgerade der Tangential- 
ebene an die Kugeloberfläche in /. Zwei beliebige Gerade durch / 
in dieser Ebene bestimmen den Winkel zwischen den beiden Großkreisen, 
fiir welche sie Tangenten darstellen. 



Projeklionsebene 




Äff (Äugpankt) 
Fig. 6. 



Nun sind die in der Figur eingetragenen Winkelbeziehungen ohne 
weiteres ersichtlich, ebenso daß pB =p'B. Die Projektion der Tangential- 
ebene erfolgt also einfach durch Umklappung um ihre Schnittgerade mit 
der horizontalen Projektionsebene, d. h. um eine Achse durch B senkrecht 
zur Zeichnungsebene. Bei einer solchen Umklappung behalten aber alle 
Geraden in der Ebene ihre Richtung, also auch alle Tangenten durch /. 
Also schließen die Tangenten an alle Kreise durch /' dieselben Winkel 
ein, wie die Tangenten durch / an die zugehörigen größten Kreise auf 
der Kugeloberfläche. 
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Fig. 7 soll eine stereographische Projektion erläutern. Sie stellt die Projek- 
tion auf die Ebene parallel (00<) einer kubischen Kombination (100), {HO}, 
{Hl} dar, wie sie Fig. 4 a und b wiedergeben. Eingezeichnet sind nur die Pole 
der vier oberen Oktanten, welche innerhalb des Grundkreises zu liegen kom- 
men ; die Pole der unteren Hälfte, 
welche außerhalb des Kreises 
liegen würden, sind weggelassen. 
Der Aug^unkt liegt unter der 
Papierebene genau senkrecht 
unter (001). Die Pole der ver- 
tikalen Zone (4 00), (HO), (010) 
usw. liegen auf dem Grund- 
kreis. Als Kreise, welche durch 
den Augpunkt gehen und also 
als Durchmesser sich proji- 
zieren, erscheinen beispielsweise 
die Zonen (HO), (Hl), (001)..., 
ferner (100), (101) .. . usw. 
Der Pol zu einer solchen Zone 
liegt auf dem Grundkreis. Um 
die Projektion /' eines belie- 
bigen Poles ist ein Kleinkreis k mit dem Mittelpunkt gezeichnet; sein 
Radius ist 36". 

Der Punkt (001) erscheint zugleich als Pol zum Grundkreis, d. h. er 
ist die Projektion des Durchtrittspunktes der vertikalen Zonenachse oder 
kurz der um 90° von jedem Punkt des Grundkreises entfernte Punkt. Auch 
zu anderen Großkreisen erscheint in unserer Projektion der Pol schon ein- 
gezeichnet als rationaler Flächenpunkt, so zur Zone (HO), (Hl) ... der 
Pol (110); zur Zone (100), (011) ... der Pol (OTI). Es liegt natürlich 
immer ein spezieller Fall vor, wenn der Pol zu einem Großkreise mit 
einer rationalen Fläche zusammenfällt. 

Grundaufgaben der stereographischen Projektion. 

Auf Grund unserer Kenntnis der beiden Haupteigenschaften der stereo- 
graphischen Projektion sind wir imstande, jeden Komplex von Kristall- 
flächen nach seinen wahren Beziehungen stereographisch zu zeichnen, ohne 
weiterhin Rücksicht auf das Prinzip und die Ableitung unserer Methode 
nehmen zu müssen. Dabei wiederholen sich immer einzelne Grundaufgaben, 
welche also im voraus zu erledigen sind. 

Viele dieser Hauptaufgaben lassen sich am einfachsten lösen, wenn 
wir zuerst den folgenden Satz vorausschicken: 

Der Winkel zwischen zwei Punkten d und d* (Flächenpolen) 
auf einem Großkreis (7, (Fig. 8) läßt sich auf dem Grundkreise G^ in 
seiner wahren Größe darstellen, indem man vom Pol P^ des 
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innerhalb des Grundkreises, verbinde P. mit a* und mit d' durch Gerade. 
Diese beiden Geraden schneiden den Grundkreis in zwei Punkten V und 
b'\ deren Abstand den wahren Abstand a'd' angibt. In Fig. 8 ist diese 
Konstruktion iiir den gewöhnlichen Fall, daß al und cC innerhalb des 
Grundkreises liegen, ausgeführt. 

Mit Hilfe dieser Beziehung kann man jetzt auf einfache Weise die 
folgenden Aufgaben der stereographischen Projektton lösen, zumal wir 
außerdem noch wissen, daß die Pole zu den Großkreisen durch den Aug- 
punkt, also zu den Durchmessern des Grundkreises auf der Peripherie 
dieses Grundkreises liegen und zwar immer auf dem zugehörigen senk- 
rechten Durchmesser: 

K, Zu einem beliebigen Großkreis G den Pol P zu suchen 
(Fig. 41). 

Dieser Pol (Fig. H) liegt auf dem Durchmesser durch M^ welcher 
senkrecht auf /^/Z steht, und zwar um 90° entfernt von M, Der Pol zu 





Fig. K K . 



Fig. n. 



MO selbst liegt in />^, Man ziehe also p^M bis nach d\ mache 6' 06" =90^ 
und verbinde d" mit /,. Dann ist P der gesuchte Pol. 

2. Zu einem beliebigen Pol P den zugehörigen Großkreis G 
zu finden. (Umkehrung von 1.) Man ziehe Durchmesser POj dazu 
senkrecht ^<//, ferner p^P bis 6'\ mache d"Oö' = 90^ und ziehe 6'p^y 
wodurch man M erhält. Nun hat man drei Punkte: /,, A' und M des 
gesuchten Großkreises. 

3. Den Winkel zwischen zwei Flächenpolen auf einem Groß- 
kreis zu messen (Fig. 8). 

4. Auf einem Großkreis von einem gegebenen Punkt aus einen 
bestimmten Winkel abzutragen (Umkehrung von 3). 

5. Zu einem Pol P den Gegenpol P' zu suchen (Fig.- 12), d.h. 
den um 180° davon entfernten Punkt. 

P und P' liegen auf demselben Großkreis durch den Augpunkt, also 
in stereographischer Projektion auf der Geraden durch P und 0. Man 
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hat auf diesem GroOkreis den Punkt im Abstand 180° von P (wie bei 
Fig. 8) zu suchen. Man ziehe also OP^ J^ OP und erhält den Pol p^ zur 
Geraden OP; dann ziehe man p^P und erhält ^' auf dem Grundkreis, 
davon um 180° abstehend d". Nun ziehe m3Lnp^ff\ bis die Verlängerungen 
von PO und />^6" sich in P' schneiden; P' ist der Gegenpol zu P. 

Jede Gerade durch die Mitte des Grundkreises (Fig. 10) schneidet 
einen beliebigen größten Kreis G^ in zwei Punkten, deren Abstand 180° ist. 

6. Durch zwei Flächenpole P und P^ den größten Kreis zu 
ziehen. 

a) Man suche zu dem einen Pol, etwa P, noch den Gegenpol P' (nach 
5) und hat jetzt drei Punkte des zu zeichnenden Kreises. 

b) In vielen Fällen, besonders bei sehr flachen Kreisen oder bei An- 
wendung graphischer Methoden, empfiehlt sich ein anderes Verfahren, 
welches zunächst die beiden Schnittpunkte des gesuchten Großkreises mit 
dem Grundkreis liefert (Fig. 13). 




Fig. 1 8. 

Man zeichne durch die beiden Pole P^ und P^ einen beliebigen Kreis X', 
welcher den Grundkreis in ^i und s^ schneidet. Man ziehe die beiden 
Sehnen P^P^ und s^s^; der Schnittpunkt ihrer Verlängerung ist S. Der 
Durchmesser SO liefert auf dem Grundkreis die beiden gegenüberliegenden 
Punkte A und B, welche die Schnittpunkte des gesuchten Großkreises mit 
dem Grundkreise sind. Der Großkreis ist also damit bestimmt. 

Bei speziellen Lagen können sich diese Konstruktionen wesentlich ver- 
einfachen, so wenn einer der beiden Pole auf der Peripherie des Grund- 
kreises liegt oder wenn die beiden Flächenpole gleichweit vom Mittelpunkt 
entfernt sind. In vielen Fällen, besonders bei der Messung des Winkel- 
abstandes, genügt es, den Pol zum gesuchten Großkreis zu kennen. Diesen 
erhält man auf einfache Weise als Schnittpunkt der beiden Polkreise zu 
den beiden gegebenen Punkten /\ und P^. 
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7. Den Winkel zwischen zwei Großkreisen zu messen. 

Diese Aufgabe kann man auf verschiedene Weise lösen. 

a) Man ermittelt nach % den Großkreis G^ (Fig. U), zu welchem der 
Schnittpunkt P^ der beiden gegebenen Großkreise G^ und G^ den Pol 
darstellt. Der Abstand der beiden Punkte a und ^, zu messen nach 3, 
stellt den gesuchten Winkel dar. 





Fig. 4 4. 



Fig. 4 5. 



b) Man suche zu jedem der beiden Großkreise G^ und G^ den Pol P^ und 
P^ nach i , zeichne nach 6 den Großkreis G^ durch P^ und P, und messe 
nach 3 den Abstand -P|/\, was ebenfalls den gesuchten Winkel liefert (Fig. 4 5). 

8. Durch einen Flächenpol P^ auf einem gegebenen Groß- 
kreis einen zweiten Großkreis so zu ziehen, daß beide einen 
bestimmten Winkel einschließen (Umkehrung von 7). 

a) Man suche zu dem Pol P^ auf dem gegebenen Kreis G, (Fig. 4 4) den 
Großkreis G^ und erhält den Schnittpunkt a; von diesem aus trage man das 
Bogenstück ad ah nach 4 entsprechend dem gegebenen Winkel. Der Groß- 
kreis durch d und P3, nach 6 zu zeichnen, ist der gesuchte Großkreis G^. 

b) Man suche den Pol P^ zu G^ 
(Fig. \ 5) und ziehe dadurch den Groß- 
kreis G^ zu P^ als Pol. Dann mache 
man /^^/^ nach 4 gleich dem gege- 
benen Winkel und ziehe nun zu P^ als 
Pol den zugehörigen Großkreis C^, 
welcher durch P^ unter dem gegebenen 
Winkel gegen G, geht. 

9. Zeichnungeines Kleinkreises 
mit gegebenem Winkelradius (p 
um einen Pol der stereographischen 
Projektion (oder den geometrischen Ort 

dller Punkte zu finden, welche von einem gegebenem Pol um den gleichen 

Winkel cp entfernt sind). 




Fig. i 6. 
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natürlich die Konstruktion von Dreieckeni doch ist auf letztere noch etwas 
näher einzugehen. 

Ein sphärisches Dreieck kann wie ein gewöhnliches Dreieck aus drei 
Bestimmungsstücken konstruiert werden. Beispiele: 

a) Ein sphärisches Dreieck ist zu konstruieren aus zwei Seiten a und 
c und dem eingeschlossenen Winkel ß. Man mache (Fig. 4 9) AB =^ c^ 
ziehe durch B nach 8 den Großkreis unter ß gegen AB geneigt; auf 
diesem Großkreis mache man nach i BC = a und ziehe nun nach 6 den 
größten Kreis durch A und C] dann ist das Dreieck konstruiert. 

ß) Ein Dreieck zu konstruieren aus den drei Seiten ö, d und c (Fig. 20). 





Fig. 19. 



Fig. 20. 



Man mache, wenn nicht näher bestimmt, auf einem beliebigen Groß- 
kreis, etwa auf dem Grundkreis, AB = c. Dann beschreibe man nach 9 
um A den Kleinkreis A'i mit dem Radius 6, um B jenen mit dem Radius a. 
Die Aufgabe ist zweideutig; von den beiden Schnittpunkten C und C ist 
nach Maßgabe der Flächenbeziehungen der richtige zu wählen. Hier haben 
wir das Dreieck ABC mit C innerhalb des Grundkreises konstruiert, indem 
wir nach 6 die Großkreise durch A und C, bzw. B und C gezogen haben. 

y) Ein sphärisches Dreieck aus den drei Winkeln ti^.ß^ y zu zeichnen. 

Dieser Fall ist kurz noch besonders zu erwähnen. Zu jedem der drei 
Eckpunkte eines Dreieckes als Pol gehört je ein weiterer Großkreis (nach 
2 zu erhalten). Diese drei Großkreise bestimmen wiederum ein sphärisches 
Dreieck, welches als Poldreieck dem crsteren zugeordnet ist. Die Seiten 
des Poldreieckes sind gleich den Winkeln des Ausgangsdreieckes und die 
Winkel des Poldreieckes sind gleich dessen Seiten. 

Das gesuchte Dreieck würde man also auf folgende Weise konstruieren: 
Man konstruiere mit a, /?, y als Seiten ein sphärisches Dreieck. Zu jeder 
dieser Seiten suche man dann den Pol; die drei Pole sind die Ecken des 
gesuchten Dreieckes. 



4. Stereognpliiiche Projektion. 
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44. Transformation einer stereograpbischen Projektion. 

Hat man fiir einen bestimmten Komplex von Flächen auf irgend eine 
Ebene die stereographische Projektion ausgeführt, dann kann sich das 
Bedürfnis nach einer anderen Wahl der Projektionsebene geltend machen. 
Es gelingt auf einfache Weise, den gesamten Komplex der projizierten 
Pole und Zonen auf eine gewünschte neue Projektionsebene zu trans- 
formieren. 

In Fig. 24 sind außer dem Grundkreise zwei Zonen Z^, Z^ in stereo- 
graphischer Projektion gezeichnet. P ist der Pol einer Fläche, welche 
jetzt Projektionsebene werden soll. 
Man ziehe den Durchmesser PO 
(Hilfszone F), welcher Z^ in y^ 
schneidet; ferner zeichne man den 
Polkreis (Hilfskreis X) zu P, dieser 
schneidet Z^ in x^. Femer sei [y^ 
der Gegenpol zu ^|. B ist natürlich 
Pol zum Durchmesser PO, 

Die Transformation auf P voll- 
zieht sich nun durch eine einfache 
Umdrehung um den Durchmesser 
AB^ bis X als horizontaler Grund- 
kreis erscheint. Der Umdrehungs- 
winkel ist gleich dem Bogenabstand 
PO, P fallt also dann auf den 
Mittelpunkt 0^ A und B behalten 
bei der Umwälzung ihre Lage. Die 
Zone, welche dem Durchmesser PO 
entspricht, projiziert sich auch in der 
neuen Lage als gerader Durch- 
messer. Die Punkte darauf rücken 
einfach in der angedeuteten Richtung um den Winkel PO weiter. 

Von jeder Zone erhält man nun auf einfache Weise nach der Trans- 
formation drei Punkte, wie die Transformation von Z^ zeigen soll. 

Diese Zone, wie jede andere, schneidet die beiden eingezeichneten 
Hilfszonen X und Y in zwei Punkten, hier x^ und y^, x^ fallt nach der 
Transformation auf den Grundkreis nach x^^ wobei Bogen Ax^^= Ax^\ Man 
erhält also ;!?/, indem man die Gerade Px^ zieht bis zum Durchschnitt 
mit dem Grundkreis. Ein zweiter Punkt [x^ wird erhalten als Gegenpol 
zu ;r/, indem man den Durchmesser x^ zieht. 

Zu y^ sucht man in vielen Fällen zweckmäßig den Gegenpol [y^. Man 
mache nach 4 auf dem Hilfskreis Y Bogen [y^[y^) gleich dem Bogen- 
abstand PO, wobei B Pol ist. Dann ist (^/) ein dritter Punkt des Groß- 
kreises Zj nach der Transformation; der transformierte Kreis selbst ist 
jetzt Z/. 




Fig.a^. 
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Fig. 22. 



Auf dieselbe Weise transformiert man der Reihe nach jede andere 
Zone. Das Verfahren ist also folgendes: Man zeichne in die gegebene 
Projektion den Pol P der neuen Projektionsebene ein, ziehe den Durch- 
messer PO (Hilfskreis Y) und konstruiere zu P den zugehörigen Polkreis 
X (nach 2). Dadurch erhält man für jede Zone zwei Schnittpunkte x 
und y — unter Umständen nehme man noch den Gegenpol [y\ zu y in 
Verwendung. Diese beiden Punkte erhält man auf einfache Weise auch 
in der neuen transformierten Lage, wodurch die ganze Zone transformiert ist. 

Eine vollständige Transformation ist 
wohl kaum oftmals nötig; doch findet ihre 
teilweise Ausführung eine besondere An- 
wendung beim Zeichnen von Kristall- 
bildern. 

Dagegen kommt bei der Anwendung 
der stereographischen Projektion auf Kri- 
stalle ein besonderer Fall der Transfor- 
mation öfters vor, nämlich: Eine gegebene 
Projektion ist so zu transformieren, daß 
die Pole in der neuen Lage symmetrisch 
liegen in bezug auf eine bestimmte Um- 
drehungsachse (von 180°) zu je einem zu- 
gehörigen Pol der gegebenen Projektion. 
In Fig. 22 sei P^ ein gegebener Pol, P der Pol der Drehungsachse, in be- 
zug auf welche je ein Pol P^ der gegebenen Projektion zu einem solchen P/ 

nach der Transformation symmetrisch 
liege. Die drei Pole -P^, P, P^ liegen 
offenbar auf demselben GroOkreis, wo- 
bei außerdem noch Winkelabstand P^P 
= Winkelabstand P^P ist. 

Um also zu jedem Pol P^ den in 
bezug auf eine Drehungsachse P dazu 
symmetrisch liegenden Pol P^ zu finden, 
zeichne man nach 6 den Großkreis 
durch Py^ und P und mache darauf 
nach 4 Bogenabstand P^P = Ab- 
stand /vy. 

Der Aufgabe kommt eine Bedeu- 
tung zu bei der Darstellung von 
Zwillingskristallen in stereographischer 
Projektion. P ist der Pol der Zwillings- 
achse, P^ und P^' die entsprechenden 
Pole derselben Fläche an beiden Individuen. 

42. Die Normale zur Ebene eines Großkreises G (Fig. 23) in 
orthogonaler Projektion auf die Zeichnungsebene darzustellen 




Fig 23. 
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(= orthogonale Projektion der Achse [Kante] der im Großkreis dargestellten 
Zone). 

Diese Normale denken wir uns durch den Mittelpunkt der Kugel 
gehend; außerdem liegt sie dann in der Ebene des im Durchmesser ab 
projizierten Großkreises. Diese Ebene projiziert sich auch in orthogonaler 
Projektion (das Auge senkrecht in unendlicher Entfernung über der Pro- 
jektionsebene oder der Ebene des Grundkreises) im Durchmesser ab. 
Also ist dieser Durchmesser auch die orthogonale Projektion der Normalen 
zu G oder der Zonenachse (Kristallkante) der in G dargestellten Zone. 

Diese Richtung erhält man aber einfach. Man zieht den Durchmesser 
AB durch die beiden Schnittpunkte von G mit dem Grundkreis [A und B] 
und errichtet darauf die Senkrechte iV, welche dann die projizierte Richtung 
darstellt. 

Diese Aufgabe wird uns instand setzen, auf einfache Weise aus einer stereo- 
graphischen Projektion eines Kristalles ein orthogonales Kristallbild abzuleiten. 

Anhang: Beziehungen zwischen den Elementen der Kreise 
auf der Kugeloberfläche und ihren Elementen in stereo- 
graphischer Projektion. 

a) Neigung, Lage des Mittelpunktes und Radiengröße eines 
Großkreises (Fig. 24). 

B 





Fig. 24. 

Fig. 24 ist eine stereographische Projektion mit einem größten Kreis 
Z\ seine Neigung gegen die vertikale Zone AOB ist 0C=^\ sein 
Mittelpunkt sei M^ der Radius q. Man kann ableiten, daß ^CAM =^ 

iL 

= 90 _- . Damit erhält man leicht zu einem durch seine Neigung 

Tu 

gegebenen GroOkreis den Mittelpunkt. 

Ferner sei CM {= AM) = q und 0A'= r. Dann folgt aus Dreieck 

OAM ^ 

^""sin,>' 

GoOner, Kristallberechnung und Kristallzeichnung. 2 
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In manchen Fällen (z. B. r = 4 cm) ist die ebenfalls leicht sich er- 
gebende Formel 

bequemer. 

b) Die entsprechenden Beziehungen bei einem Kleinkreis 
(Fig. 25). 

In der stereographischen Projektion der Fig. 25 ist ein Kleinkreis k^ 
eingezeichnet; k ist die Projektion seines Mittelpunktes auf der Kugel- 
oberfläche; m ist der Mittelpunkt des ebenen Kreises; P^ der Polkreis zu 
>&, r sei der Radius des Grundkreises. Es ergeben sich folgende Be- 
ziehungen : 

a) Entfernung Ok, Die Ebenen von i^ und /\ sind parallel; ihre 
Neigung gegen die vertikale Zone AOB ist ^. ^ f>Ak = 45°; 

^pAO = Y'^ also ^ OAk= 4^° — y; also 

0* = rtg(45°-|^). 

ß) Radiengröße des Kleinkreises. Der Winkelradius des Kleinkreises 
sei f/). Dann ist ^ aAk = ^ kAb = -|- und ^ OAa = 45 — --^^^ 
und -^ OAb = 45° ö~"^* Ferner sei am = b^n = q. Also 

Tu 



sm 



™K-| + f-""+r + f) 



H"°-M-«°+l+IJ+r-[""-T+l+«"-M]' 



r sin rt) 



cos qp + sin ^ 
y) Entfernung öw. 

Ob Oa , ^ Ob Oa 



= ;tg(*5o--_-^)+Atg (450 _:>+.) = 

-K*«°-T + |- + *^°-Y-|-] ..cos. 



cosy + sinvf' cosfjp + sin^ 

Spezielle Fälle ergeben sich für ^ = (Kleinkreis um einen Flächen- 
pol auf dem Grundkreis), nämlich p = r tg(/) oder für <jp ^ 90° (Groß- 

kreis), nämlich = —, — --• 
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ZU messen. Dasselbe kann man mit der oberen Ziffernreihe rechts von der 
Nullinie (gewöhnliche Gradteilung) erreichen, wobei der wahre Winkelabstand 
gleich dem doppelten Wert der zugehörigen Skalenziffer ist; im letzteren 
Falle liefert also z. B. der Skalenteil 10 den Abstand 20^ vom Mittelpunkt. 
Die rechte Seite dient in erster Linie zum Abtragen von Winkel- 
abständen außerhalb des Grundkreises. Die Skalen rechts ermöglichen 
direkt die Bestimmung des Abstandes eines Großkreismittelpunktes vom 

Mittelpunkt des Grundkreises. 
Es sei z. B. ein Großkreis G^ 
(Fig. 27) mit der Neigung 20° 
gegen den Grundkreis ge- 
geben. Man ziehe den dazu 
senkrechten Durchmesser D^ 
und lege den Transporteur mit 
der Nullinie durch den Grund- 
kreismittelpunkt an, so daß 
also Skalenteil 20 links der 
oberen Ziffernreihe = 70 der 
unteren Reihe am Schnittpunkt 
C von (7, mit D^ Hegt. Bei 
Teilstrich 20 der oberen Ziffern- 
reihe rechts liegt dann der 
Mittelpunkt M dieses Groß- 
kreises (nach S. 17). 
Den Radius eines Kleinkreises um einen Punkt p auf einem Durchmesser 
erhält man, indem man von / aus nach beiden Seiten die gleichen Winkel- 
abstände (p anträgt. Die lineare Differenz auf der Skala ist der Durch- 
messer des Kleinkreises. 

Mit Hilfe dieses Transporteurs lassen sich mit einem ziemlichen Grade 
von Genauigkeit alle jene Aufgaben lösen*), bei welchen es sich um eine 
direkte Winkelabtragung auf einem Durchmesser handelt, also: Bestimmung 
des Gegenpoles zu einem gegebenen Pol, Bestimmung des Poles zu einem 
Großkreis und umgekehrt, Bestimmung der Elemente von Großkreisen 
und Kleinkreisen für eine bestimmte Elevation. 

Kleinkreise um einen Flächenpol auf dem Grundkreise, besonders bei 
großem Radius, konstruiert man nach den Prinzipien der Fig. 18. Man 
macht Pa = cp mit Hilfe des Transporteurs und erhält dann Pö = Pa = y, 
wenn man die Gerade Ba zieht und verlängert. 

Die weiteren Aufgaben, welche den Abstand zweier Flächenpole /\ 
und P^ auf einem Großkreis betreffen, kann man ebenfalls auf Messung 
an einem Durchmesser zurückfuhren (Fig. 28). Man suche den Pol P zum 




Fig. J7. 



4) Auf die Verbindung mit weiteren Hilfsmitteln (Netz und Transporteur auf Celluloid) 
sei hier nur hingewiesen. 
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Großkreis, auf welchem die beiden Flächenpole /\ und P^ Hegen. Nach 
Grundaufgabe 3 (Seite 4 0) erhält man auf dem Grundkreis den wahren Abstand 
Pi'Pi- Man ziehe den Durchmesser /\'0, senkrecht dazu OA und verbinde 
A mit P^\ Den Abstand P^'P^" kann man mit dem Transporteur messen* 





Fig. 28. 



Fig. »9. 



Soll man auf einem GroOkreis G mit dem Flächenpol P^ im Abstand 
(p einen weiteren Pol eintragen, dann zieht man (Fig. 29) den Durchmesser 
-Pi und konstruiert zu P^ den Kleinkreis mit dem Winkelradius tp 
dessen Durchschnitt mit G den gesuchten Flächenpol -P, liefert. 

Die Abtragung und Messung von Winkeln auf dem Grundkreis selbst 
erfolgt wohl zweckmäßig auch direkt mit Hilfe eines gewöhnlichen Trans- 
porteurs. 



Stereographischer Transporteur (Nr. I) nach Penfield (Fig. 30). 

Einen ähnlichen Transporteur zur Zeichnung einer stereographischen 
Projektion zeigt Fig. 30. Er besitzt einerseits eine Teilung, wie ein ge- 

\\ ^P \ 3J3 
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Fig. 80. Geteilter Grundkreis und stereographischer Transporteur (Nr. I) nach Penfield. 
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wohnlicher Transporteur, andrerseits auf seiner Grundlinie eine stereog^ra- 
phische Gradeinteilung, entsprechend einem Grundkreisradius von 7 cm. 
Mit der Skala auf der Grundlinie führt man alle Winkelabtragungen auf 
Durchmessern innerhalb des Grundkreises aus, wie mit dem Transporteur 
nach Hutchinson. Die Grundlinie wird dabei an den Durchmesser an- 
gelegt, mit dem — 90°- Punkt im Mittelpunkt des Grundkreises. Der 
— 90°- Punkt auf der Peripherie des gewöhnlichen Transporteurs ist 
dabei immer vom Zeichnenden weggewendet (Fig. 31). 

Kommt ein Punkt außerhalb des Grundkreises zu liegen, dann benutzt 
man entweder noch eine besondere Skala oder einfacher, aber vielleicht 

nicht ganz so genau, beide 
Teilungen auf dem Transpor- 
teur. Es sei z. B. (Fig. 31) auf 
dem Durchmesser PO (Ab- 
stand PO = 50°) ein Punkt 
abzutragen, welcher 60° von P 
entfernt liegt. Man ziehe Durch- 
messer PO und den dazu senk- 
rechten Durchmesser. Den 
Transporteur lege man mit der 
Grundlinie an PO mit dem 

Punkt /^J j in a Der Punkt (M 

der gewöhnlichen Transporteur- 
Fig- 31. teilung liegt auf der Peripherie 

bei A, Man trage von P aus 
auf der Grundlinie zunächst 40° bis C ab, dann gehe man auf der Peri- 
pherie weiter von C bis D und zwar um 20° (Messung mit dem ge- 
wöhnlichen Transporteur) und ziehe die Gerade AD^ dann erhält man 
Punkt E^ welcher um 60° von P entfernt ist. 

Die Messung des Winkels zwischen zwei gegebenen Polen auf einem 
Großkreis kann mit dem gleichen Transporteur erfolgen, nach Übertragung 
auf den Grundkreis (Grundaufgabe 3). Die Messung auf dem Grundkreis 
erfolgt natürlich mit dem gewöhnlichen Transporteurteil*). Die Konstruktion 
eines Großkreises durch zwei Pole erfolgt in vielen Fällen nach Grundauf" 
gäbe 6, Lösung b (Seite 1 1), besonders wenn man den Großkreis selbst nicht 
braucht, sondern nur den dazu senkrechten Durchmesser, wie bei unserer 
Winkelmessung. Auch ermittelt man nur den Pol des gesuchten Groß- 
kreises allein, wie am Schluß bei Grundaufgabe 6 angegeben ist. 

K) Penfield benutzte bei Messungen an einer fertigen Projektion (Auflösung von Drei- 
ecken) ein besonderes stereographisches Netz auf durchsichtigem Celluloid mit entsprechendem 
Grundkreisradius. Dessen Anwendung, welche übrigens in vielen Fällen, besonders wenn 
man einen geteilten Grundkreis bei der Konstruktion benutzt, durch eine einfache Konstruktion 
zu ersetzen ist, wird sich bei den Erörterungen über das Wulff sehe Netz ergeben. 



y 
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Die Konstruktionen führt man zweckmäßig auf eigenen Blättern aus, 
welche den geteilten Grundkreis bereits aufgedruckt enthalten. Diesen 
Blättern sind gleichzeitig Skalen aufgedruckt, welche insbesondere die Radien 
von GroDkreisen und jene von Kleinkreisen um Punkte auf der Peripherie 
des Grundkreises Kieinkreisen direkt abzutragen gestatten. Die Radien von 
Großkreisen sind angegeben fiir eine bestimmte Neigung des Großkreises 
g^enüber dem Grundkreis. Diese Skalen bedeuten eine weitere Verein- 
fachung der Konstruktionen. Doch* ist die Ermittelung dieser Radien selbst 
unter Hinzuziehung des geteilten Grundkreises nach obigem einfach. 

Denn nach Fig. 24 ist der Radius eines Großkreises mit der Neigung d- 

bestimmt durch den Winkel 90 — —^ welchen man mit Hilfe des Trans- 

porteurs ebenso abtragen kann wie jeden anderen Winkel. Nur ist zu 
berücksichten, daß am Transporteur der Winkel 480 — ^ abzulesen ist. 

Für einen projizierten Kleinkreis um einen Flächenpol P auf der Peri- 
pherie des Grundkreises ist der Radius nach Seite iS q = r tgq). Er wird 
also einfach erhalten durch 
Abtragen von irp auf 
einem Durchmesser mit 
Hilfe des Transporteurs, 
wie Fig. 32 zeigt. 

Bei allzugroßen Radien 
sehr flacher Kreise ver- 
zichtet man überhaupt auf 
die Ermittlung der Große, 
bzw. auf die Konstruktion 
mit dem Zirkel. 

Für einen Grundkreis- 
radius von 10 cm sind 
die Radienlängen ent- 
sprechend den Formeln 
auch direkt einer Tabelle 
der natürlichen trigono- 
metrischen Zahlen zu entnehmen (Formeln Seite 18). Nach Multiplikation 
mit 10 ergeben sich die Längen in Zentimetern. 

Bei Benutzung eines Grundkreises mit vorgedruckter Gradteilung (Fig. 33) 
ist selbst der Transporteur im Notfall entbehrlich und kann durch ganz 
einfache Konstruktionen ersetzt werden; die insgesamt nötig werdenden 
Konstruktionen gestatten immerhin eine noch verhältnismäßig einfache 
Ausführung der Darstellung eines Flächenkomplexes*). 




4) Penfield, Zeitschr. f. Krystallographie. 4902, 86, 4. — Wulff, ebenda 489S, 21, 
t58. — Fedorow, ebenda 4898, 21, 618. 
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Die Ausführung einer stereographischen Projektion mit Hilfe eines 

Transporteurs. 

Fürs erste ist hierbei nur bestes Zeichenmaterial zu verwenden, gutes, 
nicht zu dünnes Papier, harte, meiOelartig scharf zugespitzte Bleistifte und 
ein guter Zirkel; besonders für Kreise mit großem Radius ist ein Stangen- 
zirkel mit Millimeterteilung zur Erreichung größter Genauigkeit nötig. Für 
noch flachere Kreise benutzt man ein Kreislineal, wie solche mehrfach in 




^^^^ 



"n-n-jrr-T-r-'-rrj^ 
Fig. 33. 



Vorschlag gebracht wurden. Ein solches Lineal kann man sich selbst an- 
fertigen lassen aus Streifen kräftigen und elastischen Holzes. 

Die Transporteure sollen am besten für einen Grundkreisradius von 1 cm 
konstruiert sein. Dann legt man bei der Zeichnung immer einen ent- 
sprechenden Grundkreis zugrunde , wenn man nicht gleich Blätter mit 
aufgezeichnetem, geteiltem Grundkreis benutzt, was eine ganz bedeutende 
Vereinfachung der Zeichnung bedingt. 
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Zwei gegenüberliegende Punkte (0° und 180°) liefern die beiden Hauptpole, 
durch welche ein System von GroOkreisen (Meridiane) in stereographischer 
Projektion gelegt ist. Der Abstand zweier nächster Großkreise beträgt 
zwei Grad, gemessen auf dem geraden Durchmesser (Äquator) senkrecht zur 
Verbindungslinie (Poldurchmesser) der beiden Pole. Diese Meridiane 
entsprechen dem oben genannten System von Großkreisen auf der Kugel- 
oberfläche ; sie gestatten also ganz die gleiche Verwendung. Die Kleinkreise 
um die beiden Pole sind ebenfalls im Abstand von zwei Graden gezeichnet. 
Stärker ausgezogen sind jeweils die Großkreise, welche den Abständen 10°, 
20° usw. vom Grundkreis entsprechen, ferner die Kleinkreise mit den 
Radien 10°, 20° usw. Anstelle der zweiten, vorher gedachten Kugel be- 
nutzt man ein Blatt durchsichtigen Papiers, welches über dem stereo- 
graphischen Netz gedreht wird mit gemeinsamem Mittelpunkt beider Grund- 
kreise. Drehungsachse ist also wieder die Normale zur horizontalen Ebene. 
Mit einer Nadel durch den Mittelpunkt kann man beide Papiere gegenseitig 
festlegen, so daß nur die eine erforderliche Drehung um die gemeinsame 
Vertikale ausgeführt werden kann, ohne sonstige Verschiebung. 

Die Grundaufgaben. Mit Hilfe dieses stereographischen Netzes kann 
man nun auf die einfachste Weise alle bei der stereographischen Projektion 
vorkommenden Grundaufgaben (Seite 10 ff.) lösen, wie im folgenden kurz 
erläutert sei. Das durchsichtige Papier ist dabei durch eine Nadel im 
Mittelpunkt des Netzes drehbar befestigt: 

1. Um den Pol zu einem gegebenen Großkreis in der Zeichnung 
zu erhalten, dreht man das Zeichnungspapier, bis der Großkreis über einem 
solchen des Netzes erscheint. Vom Schnittpunkt mit dem Äquator aus 
zählt man 90° mit Hilfe der Teilung auf dem Netz ab; den erhaltenen 
Punkt, den gesuchten Pol markiert man auf der Zeichnung. 

2. Zu einem Pol P erhält man den Großkreis auf umgekehrte Weise. 
Man bringt P auf den Äquator und zählt nun umgekehrt auf dem Äquator 
bis zum Schnittpunkt mit dem gesuchten Großkreis des Netzes. Diesen 
fuhrt man nötigenfalls auf dem Zeichnungspapier nach. 

3. und 4. Den Winkel zwischen zwei Flächenpolen auf einem 
Großkreis erhält man auf folgende Weise: Man bringt durch Drehung 
den Großkreis auf der Zeichnung zur Deckung mit dem entsprechenden 
Großkreis des Netzes und mißt den Abstand beider Punkte an der Zahl 
der dazwischen liegenden Kleinkreise, welche den Großkreis des Netzes 
schneiden. 

6. Den Großkreis durch zwei gegebene Flächenpole erhält man, 
indem man das Zeichnungspapier dreht, bis die beiden Punkte über 
demselben Großkreis des Netzes erscheinen. Den Kreis zeichnet man 
nötigenfalls ein. 

7. Den Winkel of zwischen zwei Großkreisen mißt man' auf folgende 
Weise: Man sucht auf jedem der beiden den um 90° vom Schnittpunkt ent- 
fernten Punkt (nach 4) und mißt dann nach 3 den Winkel zwischen den 
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Die Resultate der Messung, alle Winkel und Zonenbeziehungen, kann man 
mit einem geringsten 2^itaufwand zur einfachen Darstellung bringen und 
der weiteren Behandlung zugänglich machen. Alle Hilfskonstruktionen 
enthält jetzt das Netz und selbst das Schließlich einzutragende Endresultat, 
die einzelnen GroOkreise sind bereits auf dem Netz vorgezeichnet und 
können durch einfaches Durchpausen in die Zeichnung übertragen werden. 







2. Gnomonische Projektion. 

Prinzip und Haupteigenschaften. Bei der gnomonischen Projektion 
denkt man sich ebenfalls vorher die Pole und Zonen auf der Oberfläche 

einer Kugel dargestellt. Ihre Dar- 



Pryeküonseben^ N 




Fig. 34. 



Stellung (Projektion) auf der Ebene 
erfolgt jedoch auf etwas andere 
Weise. Man denke sich eine 
horizontale Tangentialebene an die 
Kugeloberfläche in ihrem höchsten 
Punkte. Dieser Punkt O wird zum 
Projektionszentrum. Um dieses als 
Mittelpunkt zeichnet man in der 
Zeichnungsebene (Tangentialebe- 
ne) einen Kreis (Grundkreis) mit dem 
Radius der Bezugskugel. Der Aug- 
punkt fallt zusammen mit dem 



Kugelmittelpunkt M (Fig. 34). Projektionsrichtung für jeden Pol P (auf 
dem Vertikalkreis V) ist seine Verbindungsgerade mit diesem Punkt; 
diese Gerade triffit die Projektionsebene in einem Punkte A^ welcher die 




010 



wo m 

Fig. 85. 
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6. Die Zone durch zwei gegebene Pole P und P^ ist einfach die Gerade 
durch diese beiden Punkte. 

7. Um den Winkel zwi- 
schen zwei Zonen zu erhal- 
ten, sucht man deren Pole 
und mißt nach 3 den Winkel 
zwischen beiden. Auch kann 
man die Polare zum Schnitt- 
punkt P der beiden Zonen- 
geraden nach 2 suchen. 
Diese liefert zwei Schnitt- 
punkte mit den beiden 
Zonengeraden ; deren Ab- 
stand, nach 3 gemessen, ist 
der gesuchte Winkel. Diese 
Polare entspricht natürlich 
einer Zone, deren Ebene 
senkrecht ist zu allen Zonen durch den Schnittpunkt P, Man kann also auf 
der Geraden direkt jeden Winkel zwischen zwei Zonen durch P messen. 

In manchen Fällen, z. B. wenn P nahe an liegt, ermöglicht eine vor- 
herige einfache Transformation der Zonen (z. B. Pa und Pb) durch P die 
Messung ihrer Winkel. Man dreht um eine Richtung DD* senkrecht zu PO^ 
bis P ins Unendliche fällt, also um dea Winkel PDP'. Alle Zonen durch P 
erscheinen nach dieser Transformation als parallele Gerade. Punkt M der 
vertikalen Zone fallt dabei nach M' (Fig. 39), die vertikale Zone (mit den 





Fig. 39. 



3* 
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ursprünglich unendlich fernen Polen) in die Richtung der Geraden Z\ 
Man vermittele den Winkelpunkt N* zu Z* und ziehe dadurch die Par- 
allelen zu den einzelnen Zonengeraden durch P, Dies liefert auf Z* die 
Punkte a\ b*\ die Geraden hierdurch parallel PO sind die transformierten 
Zonen Pa und Pb^ wenigstens im richtigen gegenseitigen Abstand. Der 
Winkel zwischen parallelen Zonen ergibt sich aber einfach als Abstand 
ihrer Schnittpunkte ä* und b" mit der zu ihnen senkrechten Geraden 
durch (Winkelpunkt dazu in W\ 

44. Transformation einer gegebenen gnomonischen Projektion 
(Fig. 40). Bei der Transformation einer gnomonischen Projektion auf eine 



M' 
\ 







Fig. 40. 

neue Projektionsebene kommt es, was die praktische Anwendung betrifft, 
vielfach nur auf die neue Richtung der transformierten Zonengeraden an. 
Diese erhält man einfach auf folgende Weise. Man ziehe die Gerade 
durch und durch den Pol P der neuen Projektionsebene und ermittele 
die polare Gerade Z^ zu diesem Pol. 

Alle Punkte von Z^ fallen bei der Transformation ins Unendliche, also 
M nach M\ ebenso der Schnittpunkt m einer beliebigen, zu transformie- 
renden 2^ne Z, Man suche den Winkelpunkt N^ zu Z, und mache Om' 
parallel N^m^ dann ist leicht einzusehen, daß Ovi' die Richtung der Zone 
Z nach der Transformation ist. 
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Normalen ;/,, n 



4> 



4> 



«, 



'/V Projektionsebfnt 



Die Anwendung der gnomonischen Projektion zur Darstellung eines 
Komplexes von Kristallflächen gestaltet sich besonders einfach, wenn man 
bedenkt, daO man als Projektionsebene gewöhnlich die Ebene senkrecht 
zur vertikal gestellten Kristallachse (^-Achse) nimmt. Die Projektions- 
ebene schneidet jede Ebene, welche die Flächennormalen einer Zone ent- 
hält, in einer Geraden ab. Fig. 42 stelle eine solche Ebene dar mit den 

M ist der Mittelpunkt der Kugel (Augpunkt). 

Die Gerade ab ist parallel 
der horizontalen Flächen- 
normalen ;/, (Fig. 39). Die 
Gerade ab ist außerdem 
die wahre Projektion der 
gewählten Zone. Mit 
Rücksicht auf das Gesetz 
der rationalen Doppelver- 
hältnisse ist das Doppel- 
verhältnisvonvierPunkten 
auf ^7^ auch ein rationales. 
Einzelne Strahlenbüschel 
von vier Strahlen, von 
denen einer immer //, 
sei, stellen harmonische 
Büschel dar; z. B. gelte 




Fig. 42. 



das für 



n^n^n^n,, 



d. h. das Doppelverhältnis 



sm n^ Wg 
sin/Zß/Zj 



sm«^«, 



smWß//^ 






Also wird dann auf der Parallelen ab zu ;/, die Strecke p^p^ = AA- 

Fig. 42 stelle nun die Zone (010): (001) dar. Das obige Doppelver- 
hältnis wird — 1, z.B. für die vier Pole (OTl), (001), (014), (010), ebenso 
für (001), (011), (021), (010) oder für (011), (021), (031), (010) usw. Also hal- 
biert in der gnomonischen Projektion (Fig. 25) (001) die Strecke (Oll) — (01 1), 
ebenso(011)dieStrecke(001) — (021), ferner (021) die Strecke (011) — (031) usw. 
Es gilt also in der gnomonischen Projektion (für die gewählte Aufstellung) 
die Gleichheit der Strecken (OTl) — (001) = (001) — (011) = (011) — (021) = 
= (021) — (031) . . . 

Ähnliches gilt für die Zone (100) : (001), wobei (101) — (001) = 
= (001) — (101) = (101) - (201) =~- (201) - (301) usw. Die beiden Zonen 
bezeichnen wir als Hauptzonen. 

Die Parallelen zur Zonengeraden (010): (001) durch die Pole (101), 
(201), (301) . .. (Fig. 35) stellen die Zonen durch (010) und einen der 
Pole dar, ebenso die Parallelen zur Zonengeraden (100): (001) durch die 
Pole (011), (021) ... die Zonen durch (100) und einen der Pole. Die 
beiden Systeme paralleler Geraden schneiden sich in Punkten, welche 
wieder Flächenpole darstellen. Je zwei beliebige solche weitere Pole be- 
stimmen jede weitere Zone (Fig. 35). 
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nur (Hl), (ITI), (T41), (TT4) und (001) ausdrücklich bezeichnet Die Pole 
in ZwilHngsstellung mit unterstrichenem Symbol — z. B. HJ[ — sind durch 
kleine Kreise markiert. Zwillingsebene ist (OH), also die Umdrehungsachse 
im Punkte (OH), (Seite 16). 

Die Pole in Zwillingsstellung wurden auf folgende Weise erhalten: (H_4) 
liegt auf der Geraden [OH: Hl]; man macht von dessen Winkelpunkt iV 
aus Winkelabstand (OH ) : (HJ) = (OH ) : ( M 1 ) = «. Ähnlich findet man (TH) 
und dann auch (010) und (TlO). Die übrigen Pole ergeben sich nun als 
Schnittpunkte von Geraden und zwar 

(TAT) — Schnittpunkt der Zonen [OfO : 1H] und [TH : TlO]. 

(HO) — . . . [110:040] . [041:440]. 

M4T ) — > > » [040 : TH] > [l_H : 440]. 

(04T) — . * . [04 4:004] » [TH : 4JLf ]. 




Fig. 47 »). 

Die Zonen durch den Pol der Zwillingsachse behalten also ihre Richtung 
in der Zwillingsstellung bei. 

Praktisch genügt die Eintragung von vier nicht in einer Zone liegenden 
Flächenpolen, abgesehen von der Zwillingsebene selbst, um den gesamten 
Flächenkomplex in Zwillingsstellung ableiten zu können. Man kann also 
die einfachst zu transformierenden Pole in mäßiger Zahl auswählen, um die 
ganze Projektion des Zwillingsindividuums zu erhalten. 

Dnickfehler: Lies darin 0|T statt 02T. 
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Beziehung 2:wischen stereographischer und gnomonischer Projektion. 

In Fig. 48 ist V ein Vertikalkreis der Bezugskugel, Es die Spur der 
Ebene der stercographischen und Eg jene der gnomonischen Projektion. 
Ein Pol P auf der Kugel erscheint in stereographischer Projektion in Ps^ 
in gnomonischer in Pg, Os und Og sind die zugehörigen Mittelpunkte der 
Grundkreise. 



/:g Ebe n e dergnom otuschert' Otf 




Fig. 48. 

Der Abstand OsPs ergibt sich aus einem rechtwinkligen Dreieck mit 
den Bestimmungsstücken r und a, der Abstand OgPg aus einem zweiten 
solchen Dreieck mit den Bestimmungsstücken r und 2or. 

Diese Beziehung benutzt man, um aus einer stereographischen Projek- 
tion die gnomonische abzuleiten und umgekehrt, wie Fig. 49 zeigt. Der 

Punkt Ps sei stereographisch projiziert 
Um daraus Pg (gnomonisch) zu erhalten, 
ziehe man den Durchmesser PsO und 
senkrecht OD, Dann mache man 
^ ODPs = PsDPg^ a und erhält Pg 
(d. h. die gnomonische Projektion des 
Poles P\ 

Man wendet die Konstruktion z. B. 
an, um die Elemente einer gnomonischen 
Projektion im allgemeinsten Falle (triklines 
System) ganz oder teilweise zu konstruieren. 
Man ermittelt insbesondere die Lage von 
(001) in stereographischer Projektion und 
erhält man daraus seine Lage in gnomo- 
nischer Projektion (Nullpunkt der gnomonischen Projektion). Dies ersetzt 
die Berechnung der beiden Stücke d und 8. 




lig. 49. 
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hältnis der Achsenabschnitte für x^ , nämlich ^ai^a: — ^a : c\ also sind 
die Indizes (2213). 

Eine umfangreichere Anwendung findet die Quenstedtsche Projektion 
nicht Wegen ihrer Einfachheit kann man sie aber zweckmäßig bei der 
ersten Einführung in das Studium der Kristalle benutzen; sie bildet ein 
einfaches didaktisches Hilfsmittel. 



B. Allgemeine Gleichungen der Kristallberechnung. 

Die rechnerischen Größen, welche in der geometrischen Kristallographie 
vorkommen, sind Parameter, Indizes und Winkel. Die Beziehungen zwischen 
einzelnen dieser Größen ergeben die verschiedenen Gnmdgleichungen der 
geometrischen Kristallographie. Dieses sind die folgenden: 

^ 4. Grundgleichung einer Kristall- 

fläche. In Fig. 52 seien OX, OV, OZ 
die Richtungen der Achsen eines Kristalles 
mit dem Grundverhältnis a\b\ c. Die 
Ebene ABC sei eine Fläche mit dem 
Parameterverhältnis a^ :b^:c^. Wenn (hkl) 
die Indizes der Fläche sind, dann ist 

a b , . c 

-7- = ^1 » -r = ^1 und -r- = c., 

PO sei die Normale auf die Fläche 
durch 0; ihre Winkel mit den drei Kristall- 
achsen sind POX, PO Y und POZ. Es ist 




/' 



Fig. 52. 



cos POX = 



PO 



a. 



cos PO Y = 




-7 — und cos/^C/Z= ; 

b, c, 

also auch 

PO = a^ cos PO X= b, cos PO Y 
= c^ cos POZ] 

also nach Substitution 

4-cosPX=-^ cosPY = 
h k 



= . cosPZ, (1) 



/ y 



wobei PX an Stelle von POX 
usw. geschrieben ist. 

In Fig. 52 ist -^5 C eine belie- 
/ ' bige Kristallfläche , OP die Nor- 

male darauf durch den Schnittpunkt. 
^'^' ^^' Es seien Ox\ = x, 0}\ =y und 

Oz^ = z (Fig. 53) die Kordinaten von P. Zieht man durch P die Par- 
allelen zu den Achsenrichtungen, dann bestimmen die Längen x^ j, z ein 
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schiefwinkliges Parallelepiped , worin OP^^p eine Diagonale ist. Man 
ziehe von Z^ die Normale auf OP^ ebenso von m aus; dann ist 

Oz^ = z cos PO z^ und Px^ = x cos POx^, 

Ebenso ist, wie mit Hilfe einer Parallelverschiebung von mz^ sich ergibt 

j^x^ = z^m cos PO j\ = j cos POy^; 






also 

Px^ + ^%^t + ^^0 = PO = X cos POx^ +y cos POy^ + z cosPOz^^ 

bezeichnet man die Winkel abkürzend mit /*, r, A und PO mit/; dann 
ergibt sich die Flächengleichung 

X cos/* +^ cos V + z cos A = /. 



Es ist ferner 



also 



cos«=^— ; cosj^= , und cosX = ^^^ — : 
a b c 



a b c 

oder nach paralleler Verschiebung der Ebene in den Anfangspunkt 

A—+k^+b — = o. (Flächengleichung) (2) 

2, Bestimmung der 
Winkel PJC, PY, PZ aus 
den Elementen des Kri- 
stalles und den Indizes 
der Fläche P, 

Fig. 54 stellt die stereogra- 
phische Projektion der Punkte 
X^ Yj Z, P dar, in welchen eine 
Kugel um die Geraden OX^ 
OYy OZ und OP schneidet. 
Der Abstand YZ usw., d. h. 
die Winkel zwischen je zwei 
Achsen seien mit ol^ ß^ y be- 
zeichnet. Die drei Winkel bei 
P seien §, i;, C. 

Es bestehen die Gleichungen 




Fig. 5«. 



cos§ = 



cosi; = 



^ cosy 

COSL = — 



cosa — coSjPF- cos PZ 
'änPYsmPZ 

cos/5? — cosPX' cos PZ 
sin PX- sin PZ 

cosPXcosPY 



sinPX' sin Py 
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Ferner ist 

cos^ = cos($ + ';) = cos^- cosi^ — sin^-sini; 
also 

(cosC — cos^-cosi;)* = (1 — cos*^)-(1 — COS*l;). 

Durch Substitution und Umformung ergibt sich: 

\ — cos* a — cos*^!? — cos' y + 2 cos a • cos/^ • cosy = 
= cos*/!A'+ cos*/'>^+ cos*/l?r— cos*a cos*/!A'— cos'/i cos*Py'— cos'y cos*-R? 

— 2(cosa — cos/^'Cosy)cosPFcosPi^ 

— 2 (cos/?— cosacos/)cos/iy-cosjPZ 

— 2 (cosy — coscf • cos/^) • cosPX- cosPY. 

Man setze aus (4) cos PF = -n- cos/l\' und cos PZ = — r cos PA' 

o/i ch 

und erhält 

K — cos*« — cos*// — cos*y + 2coscif • cos/;^ • cosy = 

sin* a + ^^ sin*/? + ^^ sin*y 

— 2 , ,- (cos a — cos a • cos y) 

ül 

— 2 — j- (cos/t? — cos a • cos y) 



bh 



(cos y — cos cf • cos /?) j 



//* 
Durch Umformung und Multiplizieren mit — , erhält man 



a' 



cosPX=—'^^^, wobei (3 a) 

M^ = \ ^ cos*cif — cos*/? — cos*y + 2cosa»cos/?-cosy und 

//* >fe* /* 

JV. = -i'Sin*a + -vv • sin* /? + -5^ • sin* y 

T— (cos « — cos /? • cos y) 

(cos /? — cos « • cos y) 

ac ' 

r- (cos y — cos ö • cos ß) . 

ab 

Ebenso ergeben sich die beiden weiteren Gleichungen 



cosPF=4---^Ä (3b) 



cosPZ = — . -/^. (3 c) 
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Femer seien in Fig. 56 die Pole der drei Achsenebenen FZ, ^Fund 
XY als 3£, ^ und 3 eingetragen. Die Winkel zwischen den Polen seien: 



3 

X 



^ = (001): (010)=-- 180 — ^ 
3 = (100): (001) = 480 — 5 
^ = (100): (010) = 180 — C. 




oy 



Fig. 56. 



Die Winkel zwischen den Zonen- 
kreisen, z. B. zwischen 363 ^^^ 3£^ 
sind die Winkel zwischen je zwei 
Achsen und es ist a' = 180 — «; 
ß' = 180 — /? und / = 180 — y. Es 
ist also ferner 

. cos/!:?cosr — cosa 

— cos/i = . —7-^-: 

sin P'Siny 

„ cos a ' cosy — cos// 

— cos B = ; ^—, '— 

sm asiny 

^ cosacos/i? — cosy 

— cos C = -, -^—- '- • 

sincK-sin// 



Führt man außerdem in obige Gleichung durch Substitution noch 
cos -4, cos 5 und cos C ein, dann erhält man: 

, sin*a , » ^ , , sin*y 
^ a^ sinV ^ b^ c* smV 

/t . 7\ yf sinr 

— (kr + ql) • cos /4 • ^ — Ar 

/A I /^\ z? sin a- sin y 

— Ä/'+ Ip)' cos B r-^ 

^ ^' Ä^ sin*// 

— (/^+ ^^) • cos C . — 7— — ^ 



cosPQ = 




rt sm* ß o* c^ sin* ß 



_,, , smy _,, -, sinasiny ... sina 1 

— 2^/- COS/J T — r^ — 2///c0s5 r-T-T — 2//>&- ■ . J 

öcsvaß acsiirß //^sin/jJ 

^ f ^, sin*a . , ^ . , sin*y 

r 0:* sin*// ^ /7* ^* sin'/? 

d yf siny -^ -, sinasiny . sina 
— 2gr ' cos A ' -r -T^-—^prcosB ^-rr;— 2/^'-r^-^i 

Nun wird bei Kristallen ö = \; ferner substituieren wir nachDufet 



/.* = 



V 



sin*a 
/z* sin^ ß 

sin*y 
c* sin/?* 
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Z = — V cosA 
iW = — k'V' COS B 

iV = — A • cos C 
und erhalten die einfachere Gleichung 
^^ _ X^hp + kq + vUr + L(kr+ql) + M[hr + tp) + N[pk + qh) 

^ X{AV' + ^* + ^'^*+ ^Lqr'\'^Mpr+^Npq) 

Gleichung (5) gilt für das trikline System, worin A^ B und C von 90° 
verschieden sind. In den Systemen mit höherer Symmetrie vereinfacht sich 
diese Gleichung ganz bedeutend. Dufet hat ihre Verwendbarkeit für die 
verschiedenen Systeme dargetan, so daß man von dieser Grundgleichung bei 
der speziellen Kristallberechnung nutzbringende Anwendung machen kann. 

Durch eine elementare, aber etwas langwierige Umformung erhält man 
aus cos PQ auch einen Ausdruck für sin PQ. 

4. Beziehung zwischen den Indizes dreier Flächen einer Zone. 

Je zwei Kristallflächen (A^k^/^) und (/i^l^k^) bestimmen eine Zone; deren 
Achse ist die Schnittgerade der beiden Ebenen. 

Man verlege durch Parallelverschiebung die beiden Flächen nebst ihrer 
Durchschnittsgeraden in den Ausgangspunkt (Seite 46); die beiden 
Flächeogleichungen 



^ < 


7 o 


X 

a 


+ K 


y 

b 


+ A 


Z 

c 







^ 


X 

a 


+ h 


y 

b 


+ A 


z 
c 





ergeben 


durch Eliminatioo 


1 von x\ 














y 








z 





ebenso durch Elimination von y : 



also zusammen 

X y z 

Die drei rationalen Zahlen 

bestimmen das Symbol \iivw\ der Zone. Man erhält dieses auf einfache 
Weise nach folgendem Schema aus den Indizes der beiden Flächen 



«♦ 





XXX 




U V w 
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Für eine dritte Fläche [h^k^l^)^ welche derselben Zone angehört, gilt 
die Gleichung 



'^4 + ^'c4 + /,4 = o- 



Man substituiere aus Gleichung (G) 



bv . cw 

y = X und z = x - — 

au au 



und erhält demnach 



f X XV xw 

^ a ^ au ^ au 



oder 

h^u + ^*3'' + l^7ü = ^. (Zonengleichung) (7) 

Im Sinne der Determinantenrechnung wird diese Beziehung auch ge- 
schrieben : 

f^.Kl^ ! 

Diese Indizes dreier Flächen, welche der gleichen Zone angehören, 
stehen also in höchst einfacher Beziehung zueinander, deren Inhalt auf 
verschiedene Weise ausgedrückt werden kann: 

1. Die Determinante der Indizes dreier Flächen derselben Zone ist 
gleich Null. 

2. Die Summe der drei Produkte aus je einem Index des Zonen- 
symboles und der entsprechenden Ziffer eines Flächensymboles dieser Zone 
ist gleich Null. 

Die obigen Gleichungen liefern eine Kontrolle für die richtige Be- 
stimmung der Symbole einer Fläche in einer bekannten Zone. Jedes 
solche Symbol enthält ferner zwei Unbekannte, nachdem man einen Index 
beliebig gleich \ setzen kami. Ist also noch ein weiterer Index bekannt, 
dann kann man aus der Zonengleichung den dritten bestimmen. 

Obige Zonengleichung liefert noch eine weitere Beziehung der Indizes 
dreier Flächen einer Zone. Die drei Flächen [h^k\l^)^ [f^i^tU) ^^^ ('^'a^a^a) 
liefern drei verschiedene Formen des Symboles der Zone 



[u,v,%v,] = 






und 



, , ' /l^i\li 11 
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Die einzelnen Zonensymbole oder auch die entsprechenden Indizes der 
drei Symbole unterscheiden sich nur durch rationale Faktoren und zwar sei 

Es gelten die folgenden Gleichungen: 

a) h^u^ -^k^v^-^-l^ii^ = 0; 

== Ä, . Aj • u^ + *, • ^4 2^1 + /, • Ki\ = 0; 
ebenso c) K^z'^K'^t-^' h'^% 

Durch Addition von b) + c) = a) folgt 

X'. =k,k, + ^i,k, }• (7a) 

Eine ähnliche Beziehung gilt umgekehrt für die Indizes einer jeden der 
beiden anderen Flächen, nämlich: 

*i = Kk^ + /<,*3 und *, == X^k^ + n^k^ . (7b) 

'1 = K^i + /'«4 '3 = ^3 A + /'3^t - 

Aus den Indizes zweier Flächen [h^k^l^) und (ä,^,/,), welche eine Zone 
bestimmen, erhält man also auf einfache Weise beliebig viele Flächen dieser 
Zone, indem man die beiden gleichstelligen Indizes der zwei Flächen nach 
Multiplikation mit den einfachen rationalen Faktoren X und ^i addiert. 

Beispiel: Die beiden gegebenen Flächen seien (^^^) und (l7l). Weitere Flächen er- 
geben sich für 

A = 1 ; fJi^ ^, nämlich: (401) 

X = 4; ^ = 2, » {3T3) 

X = — <; /i = l, > (434) 

A es 2; ^ = — <, > (<3<) usw. 

Aus dem Vorhergehenden ersieht man zugleich, daß man durch Addition 
oder Subtraktion zweier entsprechender Ziffern im Symbol zweier Flächen 
einer Zone eine neue Fläche dieser Zone ableiten kann. Man erhält in 
unserem Beispiele der Reihe nach: 
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Diese Beziehung zwischen den Flächen einer Zone ergibt sich aus folgen- 
dem: das Symbol der Zone sei [uvw]; zwei Flächen der Zone seien: {/i^k^l^j, 
(//,^,/j), also gelten die Gleichungen 

//, 7i -\- k^^f -+■ l^zu ^= 
//j u + ^j7' + /^ic = . 

Durch Addition beider Gleichungen erhält man offenbar eine neue Fläche 

(*, + //,)//.+ (>&. + f^,)v + (/. + i,)w = 0; 
ihre Indizes [h^k^l^) sind also: 

^j = ^^ -j- K^ 

5. Bestimmung einer Kristallfläche durch zwei Zonen [u^v^w^] 
und [u^v^w^. 

Zwei Zonen bestimmen zwei Richtungen in ihren Zonenachsen; durch 

diese beiden Geraden ist eine weitere Ebene eindeutig bestimmt. Für diese 

Ebene, welche sich als mögliche Kristallfläche [kkl) ergibt, gelten die beiden 

Gleichungen 

////, + kv^ + lu\ = 
und 

//tt^ + ki\ + lii\ = . 

Daraus folgt in analoger Abteilung, wie auf Seite 51 für ji', j, z 

k _ _ _k _ ^ 

wobei die Differenzen der Produkte wieder nach folgendem Schema erhalten 
werden. 

XX X I 

Einen der Indizes kann man willkürlich wählen, etwa l =• 2\u^ "~^i''il 
dann werden die drei Indizes überhaupt 

k = u^u\ — zt^j//, (8) 

Liegt also eine Kristallfläche in einer Zone mit zwei bekannten Flächen 
(//^^j/J und (h^k^l^) und ferner in einer Zone mit zwei weiteren Flächen 
(/i^i^i) ui^d (A^i^«)> dann erhält man das Symbol {hkl) durch wiederholte 
Anwendung der obigen schematischen Rechnung: Man bestimmt zuerst die 
beiden Innensymbole [u^i\tt\] und [tt^v^iv^^ und erhält daraus nach obigem 
(hkl). 
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G. Beziehung zwischen den Indizes und Winkeln von vier 
tautozonalen Flächen (rationales Doppelverhältnis). 

In Fig. 57 sind P,, P^, P, die Pole dreier Flächen einer Zone, A' be- 
zeichnet eine Kristallachse. Es ergibt sich 



und 



also 



__ cos P^ X — cos P^ P^ ' cos y \ A' 
^^^"^ "" sinP.P^'smP^X 



/ 



--'V-: 



/ 



— COSCf = 



cos P^ X — cos P^P^ ' cos P^ X ^ 
sinP^P^sSr^ ' 



'Iv 



sinP^P, . cos-P, A^+ sinP.P^ • cosP,X= cosP^X 

(cosP.P^ . sin7^,-P, + cosP^P^ • sinP, /\) = 

= sin P^P^ cos P^X 

und daraus nach Division durch sin P^P^ 



/;n 






X 



>;v. 



^^ f 



Fig. 57. 



COS 



P^X+ ^^ cosP,X= '-^4 cosP^X. 
* ^ sm P^P^ * sin P^P^ * 



Eine zweite Gleichung erhält man analog fiir eine zweite Kristallachse, 
die 1-Axe: 

^ ., sin P^P^ „ ,, sin P^P^ ^ ,, 

COS-P, i + . * y/ COSP. y = -1 j^-yj- cosP^ 1 . 

' sin P^P^ * sin P^P^ 

Aus diesen beiden letzten Gleichungen ergibt sich das Verhältnis 

sin P,P^ _ cosP, r- cosP .A" - cosP,^- cosi^^K 
sin /\ P, *~ cösP, .V. cos P^ Y — cosP, Y- cosP^ X 

Eine ähnliche Beziehung ergibt sich durch Substitution für drei andere 
Flächen derselben Zone, P^j P^j /\, nämlich 

sin P, P., _ cos P, Y'COsP ^ X— cos P, X- cos P^ Y 
sin P^ P^ cos P^ X' cos P^ Y — cos /\ Y • cos P^ X 

Die Indizes der vier Flächen P^, i\, Z^,, P^ seien [h^kj^)^ [K^\^\ii 
[/i^k\l^\ {h^kj^). Nach den Substitionen 

ak 
cosP, Y = -Y-r cos P, X 

cosP,Y=^cosP^X 

ai' 
cos / 3 Y = Yir cos -P, A^ 

ak 
cosP,Y=^cosP,X 
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erhält man für die beiden Gleichungen 

sin P^ 1\ cos P^ X h^ k^ h^ — //, k^ 
sin P^ P^ cos P^ X h^ k^ h^ — ä, k^ 



und 



sin P^ P^ cos P^ X h^ k^ h^ — Ä, k^ 



oder 



sin P^ P^ cos /\ X h^ k^ h^ — //, k^ 
Durch Division der beiden Gleichungen erhält man 

^HL-^iA : ^*^^iZ\ = *« '^^ - ^\ *« : ^« An - K K ^ ^ 
sin P^P^ ' sin /'j/*4 k^/i^ — //,/% * k^k^— It^k^ 



(9 a) 



inP^P^ ♦ sin P^P^ ^ X'^ //^ — h^ k^ kji^ — //^i^^ _ ^ 
in/^iPg-sinPjP^ k^h^ — h^k^ k^h^ — h^k^ ' 



sm 
sin 



d. h. das Doppelverhältnis der Sinus der Winkel von vier Flächen einer 
Zone ist gleich einer rationalen Zahl. Dieses Doppelverhältnis läOt sich 
durch die Indizes der betreffenden Kristallflächen ausdrücken. 

In der vorstehenden Gleichung berechnet sich der Wert des Doppel- 
verhältnisses bloß aus den Indizes Ä und k der vier Flächen. Weitere 
Ausdrücke ergeben sich noch unter Benutzung der Kombination h und /, 
bzw. k und /. 

Dies ergibt sich auf folgende Weise : 

Nach Seite 53 existieren folgende Gleichungen: 



1a) Ä^ = A,Ä, +/«,//4 
\ b) k^ = l^k^ + ^i^k^ 

1c) i^ = KK +f't^4 



2 a) Ä3 = '^3'*i+/'3*4 

2b) k, = k,k, + fi,k, 
2 c) /j = A,/» +11*3/4. 



Durch einfache Umformung ergeben sich 
aus 1 a) und 1 b) 



und aus 2 a) und 2 b) 



ebenso aus 1 a) und 1 c) 



und aus 2 a) und 2 c) 









(I) 



ferner aus K b) und 1 c) 



und aus 2 b) und 2 c) 



1 3 

^3 






."l 


kj, 


-Kl. 


K 


lA 


-l,k. 


'_'•! 


_KK 


- K 4 



(2) 



^•3 /j^4 M^3 



(3) 
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sin P P Qin P P 

Zur Berechnung des Wertes A des Doppelverhältnisses ! ^-f^:^^^^ 
hat man also die Beziehunsren: *^ « 4 sm 3 ^ 






(9 b) 



Man hat zur Berechnung die Wahl zwischen drei Beziehungen, was 
deswegen von Bedeutung ist, weil die eine oder andere Gleichung den 
unbestimmten Wert % liefern kann. 

Femer achte man auf die Reihenfolge der Pole. Der Wert A wird bei 
dieser Form (Fig. 57) des Verhältnisses positiv. 

Anwendung in der Kristallberechnung. 

Die Formel fiir die rationalen Doppelverhältnisse findet eine ausgedehnte 
Anwendung in der Kristallberechnung. 

Es werden mit ihrer Hilfe zwei Aufgaben gelöst, welche eine bekannte 
Zone darbieten kann. Diese Aufgaben sind: 

a) Für vier bekannte Flächen einer Zone sind zwei aufeinander 
folgende Winkel gegeben; gesucht ist der dritte Winkel (Berech- 
nung der Winkel zwischen den Flächenpolen einer Zone). 

Zur Vereinfachung der Rechnung wird obige Formel in folgender Weise 
weiter entwickelt. 

%\XiP,P^€xxiP^P, __ ÄwP.P^ . sin(P, P, - P,P^) ^ 
sinP.P, -sin/^P, "" sinP.Pg • sin(P, P, — P^P^ "~ 

_ %\ XiP,P^'CO \.% P,P^ — cosP^P, _ cotgP.P^ --cotg P^P^ _ .. 

~ sin P^ P, ' cotgTV^ — co^ P, P, ~ cotg P^ P^ — cotg P,P,~ ' 
also 

A cotgP, P^ — cotgP, P^ — iA — i) cotgP, P, = 0. (1 0) 

Aus dieser Formel ersieht man, daß sämtliche Winkel einer Zone be- 
rechnet werden können, wenn zwei aufeinander folgende Winkel in dieser 
Zone gegeben sind. 

A ergibt sich hierbei aus einem der obigen Verhältnisse (9 b); die Rechnung 
ist einfach bei Anwendung einer Tabelle der natürlichen trigonometrischen 
Zahlen. 

Die folgende Aufgabe ist die Umkehrung der eben behandelten: 

b) Gegeben für vier Flächen einer Zone die drei aufeinander 
folgenden unabhängigen Winkel und die Indizes dreier Flächen 
(Ä,/fe,/|), (A^l^) und Äj/tj/j); gesucht ist das Symbol der vierten 
Fläche (/i^k^i^). 
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Aus Gleichung (10) kann man A unmittelbar berechnen. Aus den Be- 
ziehungen auf Seite 57 folgt dann weiter 



ferner 



und 



l\ h^ — k^ h^ //, k^ — Ä, *j * 



, I \ a) 



Die Gleichheit der drei Ausdrücke auf der linken Seite der drei Glei- 
chungen ergibt sich aus einem System von Gleichungen A^ = AA, + /«^'s 
in Analogie mit Seite 53. Aus dem gleichen Grunde (Umkehrung) ergibt 

sich dann , >,,.,. 

//, = AJi^ + K 

k^ = A,k^-^kA . (Hb) 

Zur Ermittlung von A^^ stehen wieder drei Ausdrücke zur Verfugung. 

Beispiel. Kupfervitriol: Gegeben in der Zone [OOr;: («70) : (<00) = 3<"9' [h^kj^ = (470) 

HO) : (400) = 26°7' {h^k^l^ = (4 00) 
(4 00): X =74r52'(Ä3>&3/J=;H0) 
A cotgSrS' — cotg 57'M6' — (^ — 4) cotg73"r = 
_ cotg57^46' —jcojtg^a^j' __ 0t640 — 0,305 _ 0^^5 __ ^ 
' "" cotg 3^9' — cotg 7 3"4' "" 4,6ß5 — 0,305 ""4,360"' 4 * 



Also 



Folglich : 



-'• - 1.-7- -« 



'I 



4 
4 



4 

'i 



4 
2 
4 
2 
4 



//, = - 






4+^ - 



4 



+ « = < : also jf = (4 20). 
-}-0 = 0. 



Sind dagegen die Indizes einer Fläche zwischen den gegebenen Flächen 
[h^kj^ und [h^kj^ gesucht, etwa [h^kj^^ dann erhält man deren relativen 
Wert durch direkte Umkehrung der Gleichungen auf Seite 53, nämlich 

th = /i^+AJi, 

k^ = k, +AJ, (Hb') 

dabei ist 



^ ^ '^j//, — //3/t, 

IJi^ — A3/, 
^3 ^4 ^1 ^3 



r- A 



'z^K ^4^i 



(1 1 a') 
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Ganz analog sind die Gleichungen, wenn [h^k\l^ gesucht ist. 

Beispiel. Kupfervitriol: Gegeben in der Zone [<00] 

{Ä,>fr,/,)= (021) —(021): X =20"i9' 

(V3/3) = (00^) - (021) : (001) = 49" 50' 

[h^kj^] = (OTl) — (001) : (OTl) = 27"ä8' 

^/cotg20«19' — cotg49"5ü' — (/l— 1) cotg77"18' = 



also 



folglich 



_ cotg 49^50' — cotg 77°4 8' _ 0,8744 —0,2253 _ 0,6491 _ 
^ " cötg20**1 9' — cotg77"1 8' "" 2,7000 — 0,2253 "" 2,4747 """ 



1 

4 ' 



r/,= 



^2=0 + 
/,= 1 + 



1 

~2 

1 

"2 

\_ 

T 



— 2 

— 1 



= 



— 1 



1 
T 



1 
"2 ' 



3 

2 



also X = (011) 



' =Y 



Anhang: Zonen, welche durch einen einzigen Winkel bestimmt 

sind. 

In Klassen mit hinreichenden Symmetrieelementen kommen Zonen vor, 
deren zugehöriger Pol einer rationalen Kristallfläche entspricht. Alle Zonen 
durch letzteren Pol sind durch einen einzigen Winkel bestimmt. Für die 
Berechnung der Indizes, bzw. Winkel in solchen Zonen ergeben sich aus 
der Cosinusformel besonders einfache Beziehungen. Solche Zonen in den 
einzelnen Systemen sind: 

Monoklines System: Alle Zonen durch {010} sind durch einen 
einzigen Winkel bestimmt. Die speziellen Gleichungen sind: 



) 



Zone [<00]: 
Zone [001]. 



^.tg(010):(.;y,r,) = ?^.tg(0<0):(^^,r,) 



/. 



- • tg(01 0) : [p,q,o) = l* ■ tg(01 0) : {/>,q,o) 






>. 



Beliebige Zone durch {01 0) : ^ • tg (0 1 0) : {/>^g^r) = ^* • tg(01 0) : (p^g^rA 

Pk P\ 

und^=^« 



(^2^ 



Rhombisches System. Alle Zonen durch {100}, durch {010} und 
{001} sind durch einen einzigen Winkel bestimmt. Die speziellen Glei- 
chungen sind: 
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Zone [100!: Wie im monoklinen System 
Zone [00 Ij: Wie im monoklinen System 

Zone [010]: J tglOOl) : (A^^) = J- tg(OOI) : (/,^r. 

Beliebige Zone durch (010): Wie im monoklinen System 

Beliebige Zone durch (001 } : ^'- = -^ 

^'•tg(00t):(A'/.^) = Jtg(001):(A^,r,) 



BeliebigcZonedurch(100}: ?i = ^* 

{' • tg(l 00) : [p,q,r,) ={* • tg( 1 00) : [p^q^r^) 



r, "• f\ 



[\\\] 



Tetragonales System. Jede beliebige Zone des tetragonalen Systems 
ist durch einen einzigen Winkel bestimmt. Denn zu jedem Pole in der 
Prismenzone, also auch zu jenem Flächenpol, welchen unsere beliebige 
Zone mit der Prismenzone gemeinsam hat, gehört eine dazu senkrechte 
rationale Zone (siehe Fig. 72, S. 91). Die speziellen Gleichungen sind: 

Für die Zonen durch {100}, durch (010} und durch {001} gelten die- 
selben Gleichungen wie im rhombischen System. 

Für eine beliebige Zone ergibt sich durch Umformung aus der 
Cosinusformel : 



M -m _ Ph-Mx und 

X?, k^ 



PÄi+i^!l..tg[pqo) : [gXk,) = ^^-'^f^'-ig[Pqo) : [g^K) 



(H) 



Die zweite Gleichung allein reicht aus zur Berechnung des zweiten 
Winkels, wenn der erste gegeben ist. Aus beiden Gleichungen zusammen 
können die Indizes einer zweiten Fläche, etwa [gji<ik^ bestimmt werden, 
wenn zwei Winkel gemessen sind; man setzt dabei willkürlich k^= 1. 

Trigonales System. Auch im trigonalen System ist jede beliebige 
Zone durch einen einzigen Winkel bestimmt. Die Formel flir eine be- 
liebige Zone ist 

wobei [g^h^k\) und [g^k^k^ zwei Pole in einer beliebigen Zone und (pqr) 
deren Schnittpunkt mit der vertikalen Prismenzone [111] sind. 

' Hieraus kann man jeden Winkel [pqr):[gji^k^] berechnen, wenn in 
der Zone ein Winkel [pgr]\[(]Ji^k^) gegeben ist. 

Umgekehrt liefern zwei solche Winkel das unbekannte Flächensym- 
bol Ui^k^l^^ mit Rücksicht auf Gleichung 7 (Seite ö2). 



I .. — twm 



» ■ ■ l ■ 
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Für die vertikale trigonale Hauptzone [1H] gilt: 
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tg(2n):(^.Ä,>&.)=V3. 



//. - k, 



(15 a) 



2^, - Ä, - /•, 

Hexagonales System. Auch hier ist eine beliebige Zone durch 
einen einzigen Winkel bestimmt. Durch Umformung folgt aus dem 
Cosinussatz die spezielle Gleichung 



A 



wobei (g^A^k^l^) und (g^h^k^l^) zwei Pole einer beliebigen Zone und 
[pqro) deren Schnittpunkt mit der vertikalen Prismenzone ist. Zur Be- 
rechnung der Indizes [g^h^k^l^ benötigt man noch die Gleichung: 

g^l.q - fi^l,p+l^(/i,p —g,q) = 

und die bekannte Beziehung im hexagonalen System ^ + ä + X' = 0. 
Für die Zonen durch (0001) ergibt sich: 



^. tg(OOOI) : {p,q,r,s,) = -^ • tg(OOOI) : (A<7>,^*) 



(16a) 



und für die vertikale Prismenzone 



tg(IOTO) : [p,q,r,o) = ^^1—^ .tg(iOTO) : (p.q^r^o), (16b) 



man 



Konstruktive Lösung der Aufgaben über das rationale 

Doppelverhältnis. 

Den Wert des Doppelverhältnisses -: — r^-=r- : -; — =^-7^- = A kann 

'^'^ sm P^ P^ sm P^ P^ 

auf einfachem Wege durch Konstruktion erhalten. In Fig. 58 sind vier 

Flächennormale OP,, OP^, OP^, OP, gezeichnet. Die Winkel seien P, 0/\ 

r= P^P^^ P, OP^ = P^P^ usw. Die Sinus dieser Winkel verhalten sich wie 

die entsprechenden Teilstrecken einer 

beliebigen Geraden, welche die vier 

Strahlen schneidet: also 

sin^, . sinP,^, _ P,P, .P^P,^. 

sin '}\ />; • sin p\p, - p;p, • P,P, 

Dasselbe gilt für eine Gerade parallel 
dem vierten Strahle 0P^; in diesem 

Falle wird ~ — = \ ; also ist 
PzP. 

Um A zu erhalten zieht man die Parallele zum vierten Strahl OP^ 
und miOt die Strecken p^p^ und p^p^\ der Quotient der beiden Werte 
liefert A, 



/ 



/ 






>, 
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Dieses ermöglicht die konstruktive Lösung der beiden Hauptaufgaben 
des rationalen Doppelverhältnisses: 

a) Gegeben sind die Winkel von vier aufeinander folgenden 
Polen und die Indizes von dreien; gesucht die Indizes des vierten 
Poles. 

Man zeichnet, am besten mit Hilfe des Grundkreises des Wulffschen 
Netzes auf etwas durchsichtigem Papier, von einem Mittelpunkt aus die vier 
Strahlen unter ihren Neigungswinkeln (Fig. 58) und zum vierten Strahl 
ö/*, beliebig die ParaJleJe /,/,/>,/!, und ermittelt mit einem MillimeteTStab 

das Verhältnis ■-' -* ^ A. Daraus berechnet man nach Seite 58 A, und 

daraus die Indizes. 



ßeispiel: Zone ^100;0flll der j'-Modi 

IJeob. (BIH):[1l)l] = 50''3i' 

[O(H):(10O) ^ 8i"i5' 

[OOl;: .r, = 43"(S' 

(»Di;: X. = SS"U' 



1 Ksliumdijodat'} (Fig. r>9) 
.: 33" 49' 



Fig. 59. 
. finden iiehe 



I die rnriillelc zum Strahl (00t) and 
■'■ AA'" S ' 



^,' = y, 



A"'= , 



I) ['. Groth, Cheinischi Krystnllogrnphiiv I90S. S. Itj. 
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Um die Indizes von ^4, jr^, x^ zu finden, zieht man zu jedem Strahl die Parallele etwa 
zu x^ die Gerade k usw. Die Messung ergibt 



daraus nach Seite 58 



also 



^(4) = 



A^(^) = 



3 



^(5) = |, 



^.(•»==|, 



^t6) 






AT,« (308), jr3=(T02), x^=[m). 



b) Gegeben sind die Indizes von vier Flächen einer Zone und 
dazu zwei aufeinander folgende Winkel; gesucht der dritte 
Winkel. 

Man berechne aus den Indizes den Wert A des rationalen Doppel- 
verhältnisses (Seite 57). Sind die beiden Winkel so gegeben, daß die 
äußeren Strahlen OP^ und OP^ neben einem inneren, z. B. OP^^ be- 
stimmt sind, dann ziehe (Fig. 60) man zu OP^ die Parallele /,/, und 

teile sie im Verhältnis ^* * = A] die Gerade Op^ bestimmt dann die 

Richtung der vierten Flächennormalen; den gesuchten Winkel kann man 
direkt messen. 




/20// 



m 




f:!Ol) 



Ist ein äußerer Strahl unbestimmt, z. B. OP^^ so liefert der erste 
immer noch die Richtung der Parallelen, wobei jedoch nötigenfalles die 
Reihenfolge der Flächenpole umzukehren ist.- 

Bebpiel: Zone [100:001] bei | -basisches Merkuronitrat ^} (Fig. 64). 
Gegeben: (100): (001) = 69° H'; (001): (101) = 33° 1'. 

Gesucht: (001): (201), (001): (301), (001):(T02), (001):(T01), (001): (501). 

1 1 

Für (201) ist /*=— ; für (301) bt /<==—■ Man ziehe also die Parallele zur 

2 3 



'^-^— = -— ; dann ist Op^ die Richtung von 
3 



Normalen (001) und mache ^^^ = — und 

/1/3 * /1/3 

(201) und ö/," für (301); den Winkel (001) : (201) = 46°, bzw. (001) : (301) = 52^° kann 

man direkt messen. 



1) Groth, 1. c. S. 97, 
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Um (T02), (Toi) und (204) einzutragen, ziehe man jetzt ^3^ parallel! der Richtung för 
(400) und achte nun genau auf die umgekehrte Reihenfolge der Flächen; dann ist für 

- X , 2 , h.b. 2 
(*0.): ^ = --,a,so^ = -; 

(T0<): ^ = I . also f;.^»- = I ; 

(T02): ^= 3 , also J$ = l. 

Man trage die entsprechenden Strecken auf p.^b ab und erhält dann die Richtungen für 

(204), (T04) und (T02) und kann die Winkel messen, nämlich 

.(004): (104) = 79" 
(004): (404) = 52" 
(004): (402) = 27 J". 

7. Transformation der Indizes. 

Die Indizes der Flächen eines beliebigen Komplexes sind bestimmt auf 
Grund der getroffenen Auswahl der Grundflächen und der durch sie be- 
dingten Elemente des Kristalles. Trifft man eine andere Wahl der Grund- 
flächen, dann werden auch die Indizes jeder weiteren Fläche des Komplexes 
andere. Man erhält so, je nach der Wahl der Grundlagen, für einen 
Flächenkomplex verschiedene Systeme von Symbolen. Den Übergang 
von einem System zu einem anderen bezeichnet man als Transformation 
der Indizes. 

Die allgemeinste Aufgabe der Transformation der Indizes kommt vor- 
wiegend beim triklinen System vor, weil in der Wahl der Aufstellung eines 
Kristalles auch der höchste Grad von Freiheit besteht. In den übrigen 
Systemen spezialisieren sich mit zunehmenden Graden der Symmetrie die 
Aufgaben der Transformation. 

Wir wollen bei der Transformation der Indizes folgende Aufgaben 
unterscheiden : 

1. Allgemeinste Aufgabe: Die gegebenen Symbole eines Flächenkom- 
plexes sind in ein neues System zu transformieren; erforderlich hierzu ist, 
daß von vier Flächen, wovon nicht drei in einer Zone liegen, die Indizes 
auch für das neue System willkürlich und nach Bedarf vorher festgesetzt 
werden. 

Diese allgemeinste Art der Transformation kommt bei der eigentlichen 
Kristallberechnung wohl selten vor; darum sei auf die hierbei geltenden 
Transformationsgleichungen, welche Th. Liebisch (Geometrische Kristallo- 
graphie, Leipzig 1798) und B.Hecht (Anleitung zur Kristallberechnung, 
Leipzig 1893) abgeleitet haben, verwiesen. 

Häufiger sind einige speziellere Aufgaben, nämlich: 

2. Der Flächenkomplex ist auf ein neues Achsenkreuz und ein neues 
Achsenverhältnis zu beziehen, d. h. die drei Zonen \jt^v^%t\^ ['^i^'i^^'J ^"d 
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[«3 2/3^3] des alten Systems sollen im neuen System [lOOj, [OiO] und [001] 
werden, ferner eine Fläche (Z/,^,/,) zu (h^k^l^)\ gesucht die Indizes einer 
beliebigen Fläche [h^kj^) des alten Systems nach der Transformation. 

Für diese Art der Transformation erhält man einfache Gleichungen auf 
folgende Weise: 

den Ausdruck A = ^-^-"-44 : ^J—^ 

wenden wir auf die Zone [x^y^z^^ (Z'i^iA)» (^'«^«^i)? i^xV^^iS ^m und er- 
halten also 

Nun sei {x^y^z^) nicht direkt gegeben, sondern bestimme sich durch 
die beiden Zonen [u^v^w^] und [h^kj^^ KK^\i = [*>&/]. 
Es wird also 

Ein analoger Ausdruck ergibt sich für ,' - — » -*» wenn (at^, y^^ z^ 

bestimmt ist durch die beiden Zonen \}i%v^w^ und \Jikl\, 
Schließlich erhält man 

^*' *^ Ä^W| + ^ii', + /,w^4 * //»«i + Kv^ + /,ze/. 
Setzt man statt \ti^z\w^ eine andere Zone \u^v^w^^ dann ist 

(*• »^ //, u^ + ^^z;, + /jzt/, ' //, «3 + >fe, 2/3 -^ l^w^ 

Jeder der beiden Ausdrücke ^(4.^) ^^^ -^(1,3) enthält die Indizes einer 
ausreichenden Flächenzahl eines Komplexes. Man kann sie nun zur Er- 
mittelung der Transformationsgleichungen für folgenden allgemeinen Fall 
benutzen: 

Die Symbole der ursprünglichen Aufstellung seien: 

[u^v^iv^\ bestimmt durch zwei Flächen (^1/4^4) und (e^f^g^) 
[u^v^w^], * , > . (^i/,^t) » (^3/3^3) 

[u^v^w;^^, . > » > (^4/4^1) * (^i/«^f) 

GoOner, Kristallberechnung und Kristallseichnung. 5 
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Nach der Transformation werde 

[u^V^W^] -^ [100] 
[u^v^w^] -> [010] 
[//3z;,ze;3--^[00rj, 

gesucht ist das neue Symbol (ä/^///) für die ursprüngliche Fläche (A^k^l^]. 
Für -^(4,4) und ebenso -^(t.a) erhält man zwei Ausdrücke, den einen 
für die alte, den anderen für die neue Aufstellung, nach Einsetzen der 
entsprechenden Symbole; es ist also 

(*' '^ //, u, + ^,z/, -f- /«ze'i * //» «4 + ^it', + /,ze/, A/ * >&,' 
und 

^ //, 7/, + X-, t/, +_A^i . A| //a + ^, v^ +A^3 _ V . A' . 

daraus folgt 

A' /'t^^s+^t^s + 'i^^'a 

Man kann hieraus (^l^'k^'l^) berechnen, wenn die übrigen Indizes ge- 
geben sind 

Beispiel*): Die trikline Kombination (100), [UO), (lH), (5TT), (8T0), (207), (H8), (001), 
(0«1), (74T), (ITO), (6OT) werde in folgender Weise transformiert: 

vor der Transformation nach der Transformation 



(4 4 0) 




(010) 


(3T0) 




(100) 


(001) 




(001) 


(171) 




(111). 


Es ist also 






[u^z>^^L'^ = [ITO 






i/jT'aWo] = [130] 






Jh^'jW. = [OOij. 






Die Transformationsgleichungen werden: 






//. — ^. 






1, t _— ' ' 






Ä, + 3A, 






*.' = 2 ' 






/,' = /, . 






Also gehen die übrigen Symbole über 






(100) in (HO) (021) 


in 


(T31) 


(511) » (311) (711) 


♦ 


(35T) 


(20T) » (11T) (iTü) 


» 


(^TO) 


(112) * (011) (6OT) 


» 


(33T). 



1) B. Hecht, Anleitung zur Kristallberechnung. Leipzig 1893, S. 61. 
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ohne Zweifel einfacher als ein rein rechnerisches Verfahren, zumal hier 
die reine Berechnung immer auch nur angenäherte Werte mit Rücksicht 
auf die beobachteten Grundlagen liefert. 

Wir werden deswegen im Folgenden bei der Berechnung in den 
einzelnen Kristallsystemen die beiden Hauptverfahren nicht gesondert be- 
handeln, sondern je nach dem Umstände bald dem einen und bald dem 
anderen den Vorzug geben und in anderen Fällen beide Methoden 

benutzen. 

Hauptwinkel. 

Das erste Hauptverfahren erfordert noch einige Darlegungen: 
Die Elemente eines Kristalles, nämlich das Achsenverhältnis ä:^:^ 
und im triklinen System noch a, /^, /, im monoklinen der Neigungswinkel 
ß, ferner das Verhältnis der Achsenabschnitte einer beliebigen Fläche be- 
rechnen sich direkt aus ganz bestimmten Winkeln am Kristall, auf welche 
darum immer die ganze Berechnung zugerichtet ist. 

i, a^ ß, y, «ist der Winkel zwischen den beiden Achsen d und c 
(Fig. 56 und 1) und zwar zwischen den Richtungen + 6 und -f- c^ also auch 
der Winkel zwischen den beiden zugehörigen Zonenkreisen [100 : 001] und 
[100:010]. Dieser Winkel erscheint im Schnittpunkt (100) der beiden 
Großkreise und zwar ist immer a' = 1 80 — er. Ahnliches gilt für ß und y. 
a, ß und y erhält man also immer als die Supplemente aus den drei ent- 
sprechenden Winkeln a', ß\ y des sphärischen Dreieckes (100), (001), (010). 
2. Hauptwinkel für die Achsenverhältnisse a*\b\ a'.cfy b*\d 
einer beliebigen Fläche [hkl). 

Zu jeder Fläche [hkl) gehören drei Hauptzonen 2. Ranges, welche sich 
in dem Pole dieser Fläche schneiden. Die Winkel, welche diese Zonen 

2. Ranges mit den Zonen 1. Ranges 
einschließen, führen direkt zum Achsen- 
verhältnis. So gehört der Winkel ijj 
bei (001) (Fig. 62a) zwischen Zone 
[100 : 001] und [001 : 1 10] einem ebenen 
Dreieck in der tf^- Achsenebene an 
(Fig. 62 b) und liefert daraus 




a 



sin/;. 



^(=1) sin[180-(;/ + ,^3)]* ^^^" 
lieh liefert Winkel v^^ , welcher das 
Dreieck BOC (Fig. 62 c) bestimmt 



100 

Fig. 62 a. 



C 

b[= 1 ) 

liefert ; 



sin »;, 



sin ,180 -(« + ,;,)]' 
^^sin[180-(£+_y 
c 



femer 



sm i;. 



Um also a':b':c' für eine beliebige Form zu erhalten, muß man je 
zwei der drei Winkel i^^, »y,, iq^ kennen. Daraus ergeben sich dann von 
selbst die Indizes der Fläche, bezogen auf das Grundverhältnis a\b\c. 



A. Kiistallberechnung in den einzelnen Systemen. 
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Für Flächen, welche nicht im vorderen Oktanten liegen, ergeben sich 
natürlich die entsprechenden Hauptwinkel im zugehörigen Oktanten. 

In Systemen, wo die drei Winkel a, /?, y insgesamt oder teilweise 
90° werden, ergibt sich sowohl eine einfachere Berechnung der Haüpt- 
winkel und ebenso eine einfachere Berechnung des Verhältnisses der 
Achsenabschnitte. 





Fig. 62 b. 



Fig. 62 c. 



Der Gang einer Kristallberechnung zerfällt in folgende Abschnitte: 

1. Darstellung der durch die Messung und Beobachtung erhaltenen 
Winkel- und Zonenbeziehungen in einer stereographischen Projektion des 
Flächenkomplexes mit Hilfe eines g^raphischen Verfahrens (Wulffsches 
Netz). Damit kann man eine graphische Berechnung der Elemente ver- 
binden. 

Bei Messung mit dem zweikreisigen Goniometer empfiehlt sich auch 
die Verwendung eines gnomonischen Netzes (nach Goldschmidt), wenn 
man nicht vorzieht, die Messungsergebnisse zuerst in der üblichen Form 
der Zonenbeziehungen darzustellen. 

2. Exakte Berechnung der Elemente des Kristalles aus der Mindestzahl 
von Fundamentalwinkeln. Zur Berechnung dienen entweder die Grund- 
formeln oder die Methoden der sphärischen Trigonometrie; bei letzteren 
benutzt man zur Ergänzung eine graphische Methode der stereographischen 
Projektion (Wulffsches Netz). 

3. Berechnung der Indizes der übrigen Formen aus den Elementen 
des Kristalles und der nötigen Zahl von Messungen für eine Form. Die 
Rechnung erfolgt mit ausreichendem Ergebnis meist graphisch mit Hilfe 
der stereographischen (oder gnomonischen) Projektion, seltener auch m 
Hilfe der Grundformeln oder der sphärischen Trigonometrie. 

4. Berechnung einer Anzahl von Winkeln für die einzelnen Formen, 
am besten mit Hilfe der Grundformeln, in anderen Fällen trigonometrisch. 
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Allgemeine graphische Aufgaben. 

Seit der Einführung der sogenannten Netze ist die Verwendung der stereo- 
graphischen und gnomonischen Projektion als kristallographisches Hilfs- 
mittel höchst einfach geworden. Jede Untersuchung soll daher von der 
Benutzung graphischer Methoden begleitet werden. Ein größeres Maß 
der Anwendung erhält von uns das Wulffsche stereographische Netz, ein 
geringeres die gnomonische Projektion bei den folgenden allgemeinen 
Aufgaben: 

\. Stereographische Projektion der Hauptflächenpole eines 
Kristalles aus den beobachteten Fundamentalwinkeln. Die Be- 
handlung dieser Aufgabe mit Hilfe des Wulffschen Netzes erfolget bei den 
einzelnen Kristallsystemen. 

2. Projektion der Flächenpole aus den Elementen a, ß, y\ 
a\b\c% 

a) Stereographisch (mit Hilfe des Wulffschen Netzes). Man berechne 
zuerst im Dreieck (100, 010, 001) (Fig. 62a) aus den drei Winkeln a\ ß\ / 

die Seite (100): (010). r]^ und rj, 
kann man mit Hilfe des Netzes kon- 
struieren. Man mache (Fig. 63) 
— am besten auf einem besonderen 
Blatt — die ^- Achse = 10 cm, die c- 
Achse = 1 X ^ cm und die a- Achse 
= 1 X Ä cm , wobei zugleich die 
Neigungswinkel a und ß benutzt 
werden; ij, ist dann gleich dem 
halben Bogenstück ^,^/, rj^' gleich 
dem halben Bogenstück 6^d^\ 

Nun wird die eigentliche Kristall- 
projektion entworfen. Auf dem Grund- 
kreis trägt man (010) und (100) ein 
(Fig. 62a). Durch (010) ziehe man 
über dem Netz zwei Großkreise 
unter den Neigungswinkeln ß' und rj^' gegen den Grundkreis, ebenso durch 
(100) zwei solche Kreise mit den entsprechenden Neigungen a' und r|^. 
Als Schnittpunkte der erhaltenen Großkreise ergeben sich die Pole (001), 
(101), (011), (111). Weitere einfache Pole erhält man leicht, z.B. (110), 
(Toi), (Tl1), (OTl) usw. (Fig. 65), nachdem jetzt eine beliebige Zahl von 
Großkreisen bestimmt ist. 

Zur Eintragung einer beliebigen Fläche (//X7) aus den Indizes ermittelt 
man nach dem Verfahren in Fig. 63 aus dem Verhältnis der Achsen- 
abschnitte a!\b'\c* die der Fläche [hkl] zugehörigen Winkel (»;,) und (i;,); 
dabei setzt man b* tunlichst gleich 10 cm. 




K) Die Konstruktionen seien für den allgemeinen Fall des triklinen Systems erläutert. 
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Bedeutende Kürzungen im Verfahren in den höheren Systemen ergeben 
sich von selbst auf einfachem Wege. 

b) Gnomonisch. Man berechne (Fig. 62a) im Dreieck (100, 010, 001) 
aus a', lß\ / die Abstände (100): (010)= C und (010) : (001); ferner 
(Fig. 46a und b) im Dreieck (010, 001, x) die Stücke 90 —rf und 6, 

r]^ und rj^ konstruiert man über dem Wulffschen Netz wie bei a. 

Zur nun folgenden Ausführung der gnomonischen Projektion benutzt 
man gewöhnlich einen Grundkreisradius von 5 cm und einen guten ge- 
wöhnlichen Transporteur, wie 
er z. B. mit dem stereogra- 
phischen Transporteur von 
P e n f i e 1 d (Fig. 3 0) verbunden 
ist. Man mache auf dem 
Grundkreis (Fig. 64) Bogen 
e/= d und Bogen eg = C 
und ff^ = 90; man ziehe 
femer Of\ der Winkelpunkt 
dazu ist /^. Bei f^ trage 
man mit dem Transporteur 
den Winkel d an. Dies fuhrt 
zu (00 1 ) und man ziehe nun die 
beiden Hauptzonen [001:010] 
(parallel Oe) und [001 :100] 
(parallel Og) deutlich aus. 
Schwach werden wieder die 
Senkrechten zu beiden Rich- 
tungen Oh und Ok ange- 
deutet mit den zugehörigen 
Winkelpunkten //^ und ^,. 

Bei k^ trage man 17,, bei h^ den Winkel ij, an. Dies liefert zwei Punkte m 
und n. Die deutlich auszuziehende Parallele durch m zur Zone [001 :100] 
und jene durch n zur Zone [001 :010] stellen weitere Zonen dar, nämlich 
[011 :100] und [101:010]. 

Jede weitere Fläche, z. B. (231) (Fig. 35) läDt sich nun leicht aus ihren 
Indizes eintragen; man mache in unserem Beispiel die Strecke [001, 031] 
gleich der . dreifachen Strecke [001, 011] und die Strecke [001, 201] 
gleich der zweifachen Strecke [001, 101] und ziehe die Parallelen, wie 
Fig. 35 zeigt. 

Auch die Aufgfabe b) erfährt in den höheren Systemen eine bedeutende 
Vereinfachung. So fällt z. B. 

im monoklinen System die Ermittelung von i weg; fl?=90 — ß*\ 
Ok wird senkrecht zu Oh\ 

im rhombischen System fallen die Hilfsgeraden Ok und Oh bereits 
mit den Hauptzonen zusammen usw. 




100 



Fig. 64. 
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Die stereographische Projektion (mittelst Netz) erhält man auf einfache 
Weise. Man trage auf den Gnmdkreis die beiden Pole (010) und (4 00) im 
gegebenen Abstand ein und ermittele (101) als Schnittpunkt zweier Klein- 
kreise mit dem Radius (100): (101), bzw. (010): (101) und zeichne nun die 
Großkreise [101: 01 0] und [1 00 : 1 01 ]. Auf ersterem zeichne man (111) ein, 
aus dem Abstand (01 0) : (111), auf letzterem (001 ) aus dem Abstand (101): (001). 
Nun ziehe man die Großkreise [1 00 : 1 1 1 : 01 1 ], [001 : 1 1 1 : 1 1 0] und [001 : 01 0]. 
Damit sind die Hauptwinkel zur Ermittelung der Elemente nach Seite 68 
bestimmt. 

Bei der eigentlichen Berechnung erhält man im Dreieck (100), (010), 
(101) zunächst den Winkel bei (100), nämlich a'=180 — a und jenen 
bei (010), ij/. Dreieck (100), (040), (001) ist nun ebenfalls bestimmt und 
liefert den Winkel bei (001), /= 180 — y und bei (010) /!/' = 180 — /?. 
Dreieck (010), (100), (111) liefert ebenso einen weiteren Winkel bei 400, 
nämlich 17/ und damit sind zwei weitere Hauptwinkel bestimmt, nämlich 
'?! = «' — ^i' und 1;, = /?' — 1;,'. 

ß) Gegeben Zone [4 00:004], wie im Beispiel a); 

Zone [440:0T1], etwa durch (110):(101) und (101):(0Tl); 
femer (004):(0Tl). 

Um die stereographische Projektion (mittelst Netz) zu erhalten, trägt man 
zunächst beliebig auf dem Grundkreis (001):(0T1) ab und konstruiert dar- 
über das Dreieck (OTl), (001), (101) und ziehe den Großkreis [OTI : 401] und 
erhält darauf im gegebenen Abstand (110); ebenso ziehe man Großkreis 
[001:101] und darauf im gegebenen Abstand (100). Man ziehe den Groß- 
kreis [400:410] und löse Dreieck (4 4 0), (100), (104) auf. Damit hat man 
geeignete Bestimmungsstücke, um jetzt die normale stereographische Pro- 
jektion aufzuführen: 

Auf dem Grundkreis trägt man (100): (110) im ermittelten Abstand auf, 
ferner einen Großkreis durch jeden der beiden Punkte unter den ebenfalls 
ermittelten Neigungswinkeln. Dies ergibt die Zonen [1 00 : 00 1 ] und [4 1 : OTI ], 
auf welchen man die aus der Messung bekannten Pole (0T4) und (004) ab- 
trägt; der Großkreis durch die letzteren liefert auf dem Grundkreis (040). 
a\ ß'y / kann man nun entgültig messen. Die Zonen [010:404] und 
[4 40:004] kann man nun ebenfalls ziehen und erhält damit die Haupt- 
winkel r]^ und r]y 

Bei der eigentlichen Berechnung liefert Dreieck (404), (004), (0T4) bei 
(004) direkt y, femer den Winkel bei (4 04) und bei (0T4). Die jetzt mög- 
liche Berechnung des Dreieckes (100), (404), (110) liefert a', jene des 
Dreieckes (OTl), (001), (110) 1?,. Ferner liefert Dreieck (001), (100), (OTl) 
bei (400) einen Winkel zur Berechnung von c:^, 

2. Gegeben die Winkel zwischen drei Polen und die Zone 
durch zwei dieser Pole und ein fünfter Winkel von einem der 
drei Pole aus: 
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(iOO), (004), (OH) liefert im Winkel rj^ bei (4 00) einen Hauptwinkel für die 
endgültige Berechnung von c:ö aus einem ebenen Dreieck. 

4. Gegeben fünf Winkel zwischen vier Polen, von welchen 
nicht drei in einer Zone liegen. 

Beispiel. Gegeben (iH):(4H), (H1):(TH), (iTi):(TH), (TH):(TH), 

(iTi):(TTi). 

Die graphische Ableitung der stereographischen Projektion zeigt Fig. 66 
auf Seite 73. 

Bei der eigentlichen Berechnung liefert Dreieck (TTi), (Til), (\h\) Winkel 
bei (TH) und (ITI), ebenso Dreieck (Hl), (TTl), (M\) solche bei (TT4), (Ui), 
und (TH). Nun kann man in Dreieck (TTl), (TOO), (TH) die beiden Seiten 
(TTl) :(T00) und (T4 4):(TOO) berechnen, ebenso in Dreieck(TTi), (004), (iTi) die 
beiden Seiten (4T4):(004) und (TTl): (001). Dreieck (004), (T44), (TOO) liefert 
jetzt i^t, und den Winkel bei (004) (Hauptwinkel für c:6 und a:d), ferner 
die Seite (004): (TOO). Dreieck (004), (TOO), (T40) ergibt schließlich a'. Für 
Dreieck (4T4), (0T4), (004) kann man nach dem rationalen Doppelverhältnis 
(4T4):(OT4) berechnen imd dann liefert unser Dreieck den Winkel bei (004). 
Damit ist auch y bestimmt. In Dreieck (004), (400), (04 0) (Fig. 65) kennt 
man nun die Seite (004): (4 00) und die Winkel a' und /; man erhält also 
auch bei (04 0) den letzten Winkel ß'. 

b) Berechnung mit Hilfe der Grundgleichungen. 

Grundformeln: 4. Formel für den Cosinus des Winkels zweier Flächen- 
pole (Formel 5, Seite 54). 

2. Formel für das Doppelverhältnis (Formeln 9 — 4 4). 

Die eben behandelten Fälle können natürlich auch der vorwiegend 
analytischen Berechnungsmethode unterworfen werden. Dieselbe ge- 
stattet aber auch eine Lösung in den Fällen, wo die Fundamentalwinkel 
so gegeben sind, daß eine sphärisch-trigonometrische Berechnung unmög- 
lich ist. 

Aus fünf Winkelmessungen V^J F, ... erhalten wir fünf Gleichungen 
cos V^, cos F, . . . zur Berechnung der Elemente. Doch liefern in allgemeineren 
Fällen diese Gleichungen nur auf umständliche Weise ein Resultat. Die 
Berechnung vereinfacht sich bereits, wenn mindestens eine beliebige Zone 
gegeben ist. Doch ist auch hier die Rechnung noch umständlich, so daß 
wir nur speziellere Fälle behandeln, nämlich solche, wo Zonen 4. und 
2. Ranges gegeben sind. Manche allgemeinere Fälle können zuerst ent- 
sprechend durch einige trigonometrische Berechnungen umgewandelt werden. 
Im übrigen sei für diese auf die ausführliche Abhandlung von D u f e t * ) verwiesen. 

Für die Hauptzonen 4. und 2. Ranges ergibt die Cosinusformel eine 
Anzahl einfacher spezieller Gleichungen, welche leicht aus der Haupt- 
gleichung abzuleiten sind. Spezialgleichungen: 

4J H. Dafet, Bull, de la Soc. fr. min. 4904, 27, 4S0. 
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I. 

= cos(iOO):(OiO) 



N 
l 

^= cos(iOO):(OOi) 

L 

V 



= cos{001):(OiO) 



IL 



Für eine gegebene Hauptzone i. Ranges gilt: 

. _ ^ sin(040):(/^ö) 



sin(100):(/^^) 
sin(00i):(/ör) 



V 



v = S. 



sin (4 00): [por) 

sin(01 0):(^^r) 

r '^\^\)\{oqr) 

IIL 
Für eine gegebene Hauptzone 2. Ranges gilt: 

^« + rV* + 2^rZ _fsin(100):(/^r)V 



rM+gN 



=[ 



sin(t7^r) : (pqr) 






= cos(iOO):(ö^r) 



sin(iOO):(/y r) 
sin(t7^r):(/^f) J 

sin(0i^0|j_(/£r)1« 
sin(/ör):(/^r)J 

pN+rL ,l.nx / V sin(04 0):(/^f) 
= cos (010): (/^r) ^ f m^ i 



=E 



sjn(/ör):(/^r)j 



/>U* + ^« + 2/ ^ iV 



r«r* 



~"Lsin(/4röj:(/^r)J 



qL+pM ,„„,, , , sin(00<):(/>^;-) 



(2') 
{3') 



(*') 
(5') 

(6') 



{?') 



(8') 



(9') 



rv* . -- . sin(/^ö) : (/^r) 

Sind die Fundamentalwinkel derart gegeben, daß Gleichungen dieser Art 
sich bestimmen, dann ist die analytische Berechnung einfach. Dies ist der 
Fall, wenn zwei Zonen i. oder 2. Ranges neben einem beliebigen fünften 
Winkel gegeben sind. Man richtet also dementsprechend die Auswahl der 
Fundamentalwinkel ein. Es seien im folgenden einige Einzelfalle zur Er- 
läuterung des Verfahrens behandelt. 

i. Gegeben zwei Hauptzonen I. Ranges und ein beliebiger 
Winkel. 

Beispiel. Gegeben Zone [001 : OIOj, durch die Winkel (001) : (011) und 

(010): (001); 
Zone [100:001], durch die Winkel (001) : (101) und (100) : (101); 
und (001): (110). 
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Bei der genauen Rechnung erhält man einen beliebigen Winkel in einer 
bekannten Zone nach Seite 57, Formel 1 0, 

Zur Berechnung eines beliebigen Winkels zwischen zwei Polen benutzt 
man die Cosinusformel. Dies ist besonders dann der Fall, wenn man 
schon von vorn herein vorwiegend analytisch gerechnet hat, also die 
Hilfsparameter v', A", L, M^ N bereits kennt oder auch dann, wenn man 
eine große Zahl von Winkeln zu berechnen hat. Die Hilfsparameter erhält 
man nötigenfalles aus den Elementen des Kristalles nach Seite 50. 

Bei der sphärisch-trigonometrischen Berechnung liefert die sukzessive 
Dreiecksentwickelung ohne besondere Schwierigkeit eine Anzahl von 
Winkeln. Für die Berechnung eines beliebigen Winkels berechnet man 
zuerst einfachere Winkel und einige Hauptwinkel. Z. B. gesucht sei 
(211) : (121). Man berechnet (SM) : (001) und (121) : (001) und mittelst 
ebener Dreiecke aus den entsprechenden Elementen für (211) den Haupt- 
winkel bei (001) und ebenso für (121). Nun ist Dreieck (211), (121), (001) 
bestimmt durch zwei Seiten (211): (001) und (121): (001) und den Winkel 
bei (001) (=: der Differenz der beiden Hauptwinkel). 



Monoklines System. 

Stereographische Projektion. Fig. 68 zeigt die stereographische 
Projektion eines monokljnen Kristalles auf die übliche Zeichnungsebene 
(senkrecht zur vertikalen t:-Achse). 
Man kann also immer sofort die Pole 
(010) und (100) nebst den zugehöri- 
gen Gegenpolen eintragen. Ferner 
zeichne man gleich die als Gerade 
sich darstellende Hauptzone durch 
(100). Auf den beiden Hauptzonen 
zeichne man dann im richtigen Ab- 
stand die gemessenen Pole ein und 
erhält nun durch je zwei Pole weitere 
GroOkreise. 

Istaufunseren beiden Hauptzonen 
nicht die nötige Anzahl von Winkeln 
o, zur Verfügung, so können unter 

Fig. 69. Umständen einigeHilfskonstruktionen 

nötig werden. Das dann anzuwen- 
dende Verfahren sei an einigen Beispielen erläutert: 
1. Gegeben (100):(101), (101):(TOI) und (011):(010). 
Man berechne (Seite 57, Formel 10) oder konstruiere in der bekannten 
Zone [100:001] den Winkel (100): (001) und trage nun die Pole (100), 
(101), (001), (TOI) auf dem DurchmessergroD kreis ab. Durch (001) lege 
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IIL 

Für die Hauptzonen 2. Ranges: 

q' + r^v' rsin(100):(/yr)-»* 



i ii 



/'A 



_ rsin(<00):(/gr)T 
~ \ß\VL[oqr):{pqr)\ 



-»TT = COS < 00) : [oqr] ■ -. ] ; -7^ t 



(7') 






r* j/* "~" [sin [pqo)\[pq r]\ 

P ^I ,c.c.,^ I ^ sin(OOI):(/^r) 

^ -^ = cos (001): (/^^) •---!- ' ^^ ^ ^ 



(9') 



r v^ ' ^^ ^ ' sin(pqo):[pqr) 

Für die Berechnung wird man die drei Fundamentalwinkel tunlichst so 
wählen, daß Hauptzonen 1. oder 2. Ranges bestimmt sind. Sollte eine 
solche Auswahl nicht möglich sein, dann fuhrt meist eine vorherige kurze 
sphärisch-trigonometrische Rechnung auf einen der im folgenden behandelten 
Hauptfälle. Eine solche Berechnung eines sphärischen Dreieckes wendet 
man auch dann als zweckmäßiges Hilfsmittel an, wenn man aus den An- 
gaben leicht auf eine Hauptzone durch (010) gelangt. 

Die analytische Rechnungsmethode hat wiederum Vorzüge, wenn man 
flächenreichere Kombinationen zu bestimmen hat. Auch ermöglicht sie die 
Berechnung in Fällen, wo die sphärisch-trigonometrische Rechnung versagt. 

i. Gegeben Zone [400:004], etwa durch die Winkel (004): (404) 
und (004):(T04); 
ferner (401): (410). 

Man berechnet zuerst aus dem rationalen Doppelverhältnis (400): (001). 

M l 

Gleichung (2') liefert dann -- , ferner Gleichung (5') — 

Nun berechnet man (400) : (4 4 0) aus dem rechtwinkeligen Dreieck (4 00), 
(4 04), (14 0) und dann liefert Gleichung (4') direkt L 

2. Gegeben Zone [040:401] und Zone [010:40T]; 
ferner (4 0T):(44^). 

Gleichung (8') ergibt A* + r* + 2M und A" + y* — 2M, also AI und 
A* + r^. Aus dem dritten Winkel ergibt sich : 



A« - v^ 



cos(40T): (411)= — ^=-= -~ — — — ; also A* — v* usw. 

3. Gegeben Zone [400:011], etwa durch die beiden Winkel 

(400): (411) und (441): (011); 
ferner eine Zone durch (010), etwa durch den Winkel (4 4 4): (040). 

Die Gleichungen (7') liefern — ,-- und -.,-; ebenso Gleichung (8') 
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Die weitere Auflösung ist einfach. 

Ganz ähnlich ist der Fall, wenn eine Hauptzone 2. Ranges durch (001) 

gegeben ist. 

4. Gegeben: (100):[00l); (001):(0H) und (001):{H0}. 

M 
Gleichung [2') liefert y- aus (100): [001). 

Gleichung (C) liefert v aus (010): (OH). ., 

Der dritte Winkel ergibt noch cos(00 1 ) : (1 1 0) = ^7^=^ = — — , 

woraus sich zunächst i.* + K berechnet. vv/. +1 ,,j]^.l/^_|_L 

Berechnung von Indizes und Winkeln. 

Bei der Ermittelung der Indizes einer Fläche wiederholen sich die 
beim triklinen System behandelten Fälle. Dabei treten mit Rücksicht auf 
die höhere Symmetrie bedeutende Vereinfachungen auf. 

Zur genauen Berechnung des Winkels zwischen zwei Flächenpolen mit 
bekannten Indizes benutze man die Hauptformeln. Man ermittelt zuerst die 
wichtigsten Winkel in den Hauptzonen und kann diese dann mit Hilfe der 
Gleichungen für das rationale Doppelverhaitnis weiter entwickeln. Bei 
einer beliebigen Zone berechnet man zuerst den Winkel zwischen drei Polen 
mit einem Index = und entwickelt dann die Zone auf Grund der Bezie- 
hungen des rationalen Verhältnisses weiter. 

Siehe auch die speziellen Gleichungen auf Seite 59 und 8ü. 

Rhombisches System. 

Stereographische Projektion. Fig. 71 zeigt die Projektion eines 
rhombischen Kristalles auf die Ebene senkrecht zur vertikalen c-Achse. 
(100), (010) kann man 
sofort eintragen, ebenso 
die dadurch bestimmten 
Durchmesser, welche sich 
in (001) schneiden. Ist auf 
zwei dieser Zone je ein 
weiterer Pol durch seine 
Neigung gegeben, z. B. 
(011)und(IIO),dannkana 
man den ganzen Komplex 
weiter entwickeln. Auch 
allgemeinere Fälle sind 
hier ganz einfach, z. B. 

1.Gegeben[111):(lTl) 
und(111):(Tl1). Man kann 
direktPol(<11) finden als 
SchnittpunktzweierKlein- 
kreise, des einen um (100) Fi^, vi. 
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mit dem Radius 90 — ^^ — -, des anderen um (010) mit dem Radius 

(1_H):(1T^)_ 
2 

2. Gegeben (111) : (T 41) und (111) : (11 T). Man beschreibt um (100) den 

(111) : (Tl1) 
Kleinkreis mit dem Radius 90 — — und dreht nun die Zeichnung, 

bis der Kleinkreis den vertikalen Durchmesser des Netzes im Abstand 

(111)'(11T) 
90 — i L^ L trifft Zieht man hierdurch und den Mittelpunkt die Ge- 
rade, dann hat man die Pole (111) und (110). 

Nur einzelne isolierte Pole erfordern eine gesonderte Konstruktion, haupt- 
sächlich wenn nur zwei Winkel zu Polen innerhalb des Grundkreises gegeben 
sind, z. B. gegeben Pol / innerhalb des Grundkreises durch die Abstände 
/ : (001) und /: (111). Als Nebenkonstruktion konstruiere man Dreieck /, 
(001), (111) aus seinen drei Seiten, mit Seite (001): (111) auf dem Grund- 
kreis. Man mißt darin den Winkel bei (001), was nun in der eigentlichen 
•Projektion den Durchmesser [001:/] liefert. Im gegebenen Abstand findet 
man hierauf/. 

Berechnung der Elemente. 
Die Elemente eines rhombischen Kristalles sind 

a: 6:c = x: \:j^ . 

(Beispiel. Aragonit a\b\c= 0,6228 : 1 : 0,7204 Beckenkamp.) 

Dies enthält zwei zu berechnende Größen; es sind also in Überein- 
stimmung mit der Grundformel zwei Fundamentalwinkel nötig. 

a) Sphärisch-trigonometrische Berechnung. 

Die Hauptwinkel ergeben sich jetzt alle aus rechtwinkeligen Dreiecken. 
Ihr Tangens liefert direkt a : ^, bzw. c : ^, bzw. a : c. 

Das einfache Rechnungsverfahren erläutern folgende Beispiele: 

1. Gegeben zwei Hauptzonen, z.B. (110): (100) und (010): (011) 

tg(110):(100) = ä:/5 und tg(OOI) : (011) = c\b, 

2. Gegeben (010): (011) und (010): (111). 

Ersterer Winkel liefert tg (001 ) : (01 1 ) = t: : ^. Das rechtwinkelige Dreieck 
(111), (011), (010) ergibt den Winkel bei (010). Dieser ist gleich dem Ab- 
stand (101) : (001), dessen tg = ^: ä. 

3. Gegeben (111):(T11) und (111):(11T). 

In Dreieck (001), (111), (011) kennt man die nötigen Stücke, um den 
Abstand (001): (011) und den Winkel bei (001) zu berechnen. Tangens 
des ersteren ist gleich c\b^ Cotangens des letzteren ist gleich a : b. 
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b) Berechnung mit Hilfe der Grundgleichungen. 

-f. Die Hauptgleichung wird: 

X'hp + kq + rlv '' _^ 

2. Berechnung innerhalb von Zonen: 

a) Beliebige Zone: Formel 9 — W (Seite 57). 

b) Hauptzonen: Formeln (Seite 60). 

Die speziellen Formeln werden: 

IL 
für die Hauptzonen 1 . Ranges 

A = -|-.tg(010):(/^^) (4') 

A = ^.tg(004):(/^r) (5') 

^ = -7-tg(010):(^^r); (6') 

m. 

für die Hauptzonen 2. Ranges 

^ V =[tg(0<0):(/yr)r (8') 

^-^^-=[t&(004):(/^r)]«. (9') 

IV. 

Für eine beliebige Zone [pqr] ergeben sich ebenfalls einfache Be- 
ziehungen; diese Zone schneidet die drei Hauptzonen in den Polen [qfo\ 
(rop) und (orq). Man bildet also aus der Hauptgleichung 

cos{qpo):(orq), daraus s\n[qßo):{orq) und dann cotg'^ {qpo):{orq)\ 
ebenso cos(q^o):(ro/f), daraus s\n(qpo):(ro/>) und dann cotg^ {gßo):(rop)] 
ebenso cos(^r^):(r^/), daraus sin(orq):(ro/>) und dann cotg'*(org):(ro/>). 

Dies gibt die einfachen Gleichungen 

g* cotg(gßo):(orq) 

yj = !l . cotg (gr^):(Fg/) .^^, 

g* ' cotg(?/<?) : (org) ' 



.,. =[tg(<00):(/yr)r (7') 
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Man berechnet aus den Symbolen der beiden gemessenen Pole das 
Symbol der Zone {pqr^ und daraus aus dem rationalen Doppelverhältnis 
die drei obigen Winkel. 

Beispiele für die Berechnung bei zwei gegebenen Hauptzonen sind 

überflüssig. 

Berechnung der Indizes. 

Die Berechnung der Indizes kann in vielen Fällen mit Hilfe der speziellen 
Formeln erfolgen, nämlich: 

\, Man benutzt eine der Formel (4'), (5') und (6'), wenn die gesuchte 
Form in einer Hauptzone \, Ranges liegt. 

2. Man benutzt je zwei Formeln (7'), (8') und (9'), wenn man die Winkel 
des gesuchten Poles zu zwei Hauptpolen kennt. 

In beiden Fällen setzt man einen der Indizes zuerst gleich \, 

3. In anderen Fällen kann man die Messungen so einrichten, daß in 
einer Hauptzone 2. Ranges der Winkel des gesuchten Poles zu einer be- 
kannten Fläche dieser Zone gegeben ist. Dann liefert eine einzige der 
Gleichungen (7'), (8') oder (9') den dritten Index, nachdem zwei Indizes 
durch die Zugehörigkeit zur Zone bekannt sind. 

Die graphische Ermittelung der Indizes erfolgt auf dieselbe Weise wie 
im triklinen System (Seite 70 und Seite 81), nur mit bedeutenden Ver- 
einfachungen des Verfahrens, welche leicht sich ergeben. 

Berechnung von Winkeln zwischen Flächen. 

Zur Berechnung von Winkeln innerhalb von Hauptzonen \, Ranges 
dienen die Formeln (4'), (5') oder (6'), bei Winkeln innerhalb von Zonen 
2. Ranges eine der Formeln (7'), (8') oder (9') ( — Beispiele liefert die Be- 
rechnung der Kantenwinkel von Pyramiden). Der Winkel zwischen zwei 
beliebigen Flächen wird mit Hilfe der Cosinusformel (Seite 89) berechnet. 

Tetragonales System. 

Stereographische Projektion. Fig. 72 zeigt die Projektion eines 
tetragonalen Kristalles auf die übliche Ebene, senkrecht zur vertikalen c- 
Achse. Die Hauptformen {100}, (004), {110} können ohne weiteres ein- 
getragen werden, ebenso beliebige Pole auf den drei Hauptzonen 1 . Ranges 
aus ihrem Winkelabstand von den Hauptpolen. Aus der Figur ersieht man 
ferner, daß zu jedem Durchmesser- Großkreis ein dazu senkrechter Durch- 
messer-Großkreis existiert, z.B. zu [3T0 : 001] die Zone [130:001]. 

Im besonderen ist nur die Eintragung wichtiger Formen aus ihren 

Kantenwinkeln zu behandeln. Von einer Pyramide I.Art, z.B. von {111} 

erhält man aus dem Polkantenwinkel A die Fläche (111) als den Schnitt- 

A 
punkt zweier Kleinkreise um (100) und (010) mit dem Radius 90 ^• 

Das Bisphenoid {111} erhält man aus dem Seitenkantenwinkel B durch 
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Berechnung der Elemente. 

Bei einem tetragonalen Kristalle haben die Elemente die Form 

a:c = \ :x{z. B, = ^: 0,3857 Zinnerz). 

Dies bedeutet eine zu berechnende Größe; dazu ist in Übereinstimmung 
mit der Hauptgleichung ein Fundamentalwinkel nötig. 

a) Das einfache Verfahren bei der sphärisch-trigonometrischen 
Berechnung sollen folgende Beispiele erläutern: 

4. Gegeben der Polkantenwinkel A der Gryndpyramide (Hl). 
Im rechtwinkeligen Dreieck (OH ), (001 ), (Hl) kennt man die Seite (OH ) : (H 1 ) 

= 90 — ^- und der Winkel bei (00 1 ) ist 45°. Also berechnet man (001) : (01 1), 

dessen Tangens = c:a, 

2. Gegeben ein Polkantenwinkel /l einer ditetragonalen Pyra- 
mide {/>gr). (Beispiel: (3H) : (131) = ^.) Ohne Kenntnis der Elemente 
kann man (HO) : (310) berechnen (Formel 4' unten). Dieses liefert im recht- 
winkeligen Dreieck (001), (311), / (Fig. 72) den Winkel bei (001); ferner 

ist (311) :/ = -j^- Man kann also (001): (311) berechnen. Damit kann 

man aber in dem Dreieck (001), q, (311) den Bogen (001):^ berechnen. 
Dessen Tangens ist gleich c' : a'; daraus erhält man dann c : a^ nachdem 
^ = (301). 

b) Berechnung mit Hilfe der Grundgleichungen. 

1. Hauptgleichung 

rr hp •\- kq -\- Irv* 

C03K= —.=r=r=^== 7 , =^ ■ • 

V h^ + >fe» + /'»^* . ]/^« + ^» 4- rV* 

2. Formeln für die Rechnung in Zonen Seite 60. 
Die speziellen Formeln sind: 

II. 

1=-£tg(OIO):(/H (*') 

r= ?;tg(010):(^^r). (6') 

III. 
Für die Hauptzonen 2. Ranges: 

■ ^,- — = [tg(0<0):{/^;-)]» (8') 

>.t/-=[tg(OÖ<):(/^^)]'- (9') 
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rechtwinkelige Dreieck [pqr)^ (^01), [qpr] liefert aus [pqr)\[qpr) •= A 
[pqr)\[^^\). Nun berechnet man in dem rechtwinkeligen Dreieck [pqr\ 

•D 

[pqo\ (HO) aus dem gefundenen Werte [pqr) : [pqo] und [pqr) : (HO) = — 

z 

den Bogen [pqo)\[K\^) und kennt nun [pqo)\[^\^). Zmt Anwendung 

kommen nun Gleichung (4') und cos(OOI) : (/^r). 

Bei graphischer Berechnung (etwa mit Hilfe des Wulffschen Netzes) trägt 
man den zu bestimmenden Pol [pqr) auf Grund der Winkelmessungen in die 
stereographische Projektion ein. Der Durchmessergroßkreis {00<):(/^r\ 
liefert auf dem Grundkreis den Abstand (100) : [pqo] und eine zweite Haupt- 
zone, etwa [100 :pqr\ auf einem Durchmessergroßkreis (001) : [oqr). Daraus 
kann man a' \b' \ c' mit Hilfe der einfachen Formeln berechnen oder auch 
mit Hilfe ebener rechtwinkeliger Dreiecke konstruieren. 

Berechnung der Winkel von Formen und zwischen einzelnen 
Flächen. Die Hauptformel lieifert in allen Fällen einen einfach zu be- 
rechnenden Ausdruck; in besonderen Fällen benutzt man die speziellen 
Formeln. 

Kubisches System. 

Stereographische Projektion. Die Projektion der wichtigsten Formen 
auf die Ebene parallel der Fläche (001) zeigt Fig. 73. Die Eintragung der 

Hauptformen, des Hexaeders {100} und 
Rhombendodekaeder (110) (mit oder 
ohne Benutzung eines Netzes) ergibt 
sich von selbst. Die dadurch be- 
stimmten Zonen ergeben in ihrem 
Schnittpunkt die Oktaederpole {111}; 
!• letztere können aber auch direkt ab- 
getragen, z. B. (111) auf dem Durch- 
messergroßkreis [001:110] durch seinen 
Abstand (001):(111) = 54« 44.J'. 

In Fig. 74 sind nun noch die Pole 

weiterer Formen eingetragen. So liegt 

z. B. von jedem Ikositetraeder ein Pol 

auf [001: IIOi und zwar zwischen (001) 

und (111), ebenso von jedem Triakisoktaeder ein Pol auf [101:010] und 

zwar zwischen (101) und (1 1 1). Unter Berücksichtigung der vorderen oberen 

rechten Oktanten gilt für die drei Ikositetraederpole (vergl. {211}) 

(001) : [qqp) = (100) : (pqq) = (010) : (qpq); 
ebenso 

(10l):(yi7/) = (HOJ:(/<7<7). 

Für ein Triakisoktaeder (vergl. {221}) gilt: 

(001) : (/<?/) = (< 00) :(/<7/); 
(101) :(/?/) = (110) :(//i7). 




iO» 



Fig. 73. 
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um (100J einen Kleinkreis mit dem Radius A; dann dreht man über dem 
Netz das Zeichnungspapier, bis auf einem Meridian durch (\\\) der Ab- 
stand (\\\) vom Schnittpunkt mit dem Kleinkreis = B wird. Es ergeben 
sich zwei solcher Punkte, nämlich (312) und (321), weil (\M):[3i2) = 
= (111): (321) = (111): (231) usw. (231) liegt dann symmetrisch zu (321) 
hinsichtlich der Zone [001 : 110'. Femer erhält man (132), indem auf Groß- 
kreis [110 : 231] der Abstand (231) : (132) = (312) : (321). Zieht man nun 
Zone [OTI : 132], dann erhält man darauf (123), indem (123) : (132) = 
(321): (231). Ebenso liegt (213) auf der Zone ^TOI : 312] im Abstand 
(312) : (213) = (321) : (231). Damit sind alle Pole (321) im vorderen oberen 
rechten Oktanten eingetragen. 

Im Folgenden ist die Eintragung einzelner allgemeinerer Formen auf 
Grund von Kantenwinkeln behandelt. 

Hexakisoktaeder (//^/): aus dem Winkel a) an der längsten und der 
mittleren Kante {grp) : {rq/>) = A und (grj>) : [gr/f) = B. In Dreieck (1 TO), 

[qrp\ (010) kennt man außer (1T0):(010) noch (^r/): (010) = 90 — — und 

(^r/):(lT0) = 90--^. 

b) An der längsten und kürzesten Kante, [qrp] : [rqp) = A und 

[qrp)\[prq)= C. Man kennt im Dreieck (ITO), (TOI), (qrp) die Seiten 

A C 

(ITO) : [qrp] = 90 — — und (TOI) : [qrp) = 90 — - • Man findet also [qrp) 

A 
auf einem Kleinkreis um (ITO) mit dem Radius 90 — —- Ferner suche 

man durch Drehen des Zeichnungspapieres einen Meridian durch (TOI), der 

vom Kleinkreis in einem Punkte geschnitten wird, dessen Entfernung von 

C 
(101) 90 ist. Dieser Punkt ist die gesuchte Fläche [qrp\ 

c) An der mittleren und kürzesten Kante, [qrp) : [qrp) = B und 

[qrp) : [prq) = C. Man kennt im Dreieck (010), (TOI), [qrp) die Abstände 

B - C 

[qrp) : (010) = 90 — -- und [qrp) : (101) = 90 — - und verfährt also ahn- 

lieh wie bei b). 

Ikositetraeder [pqq\ Aus dem Winkel a) einer langen Kante an 
der vierzähligen Ecke, [pqq) : [pqq) = A. Der gesuchte Pol [pqq) liegt 
einerseits auf dem Großkreis i100:011;, anderseits auf einem Kleinkreis 

um (010) mit dem Radius 90"— —• 

b) Einer kurzen Kante an einer dreizähligen Ecke, [pqq)\ [qpq) = B\ 
der gesuchte Pol [pqq) liegt auf der Zone [100:011] und zugleich auf 

einem Kleinkreis um (ITO) mit dem Radius 90" — -• 
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Trigonales System. 

Stereographische Projektion. Diese erfolgjt in üblicherweise auf 
die Ebene senkrecht zur vertikal gestellten dreizähligen Hauptachse {Fig. 75). 
Zum Vergleich zeigt Fig. 76 die Projektion für eine eventuelle Anwendung 
der Bravaisschen Symbole (siehe hexagonales System). 

Die Pole der vertikalen Prismenzone haben liir alle Kristalle die gleiche 
Lage auf dem Grundkreis. Der Bogen zwischen abwechselnden Polen des 
Prismas 1. und 2. Stellung, {2TT} und {)0?} betr^ 30°, also (2TT):(10T) = 
i OT} : (i 1 2} usw. = 30 °. Die Rhomboeder 1 . Art liegen alle auf Durch- 
messer- Großkreisen durch Prismenpole 1. Art, z. B. (00 auf [2TT; 411] usw. 
Die Rhomboeder 2. Art und die hexagonalen Pyramiden 2. Art liegen auf 
Durchmesser-Großkreisen durch Prismenpole 2. Art, z. B. 3lT auf [lOl: 4H]. 



Fig. 75. 

Um die richtige Verteilung des Vorzeichens der Indizes auf die wichtigsten 
Felder der stereographischen Projektion zu übersehen, ist der fortgesetzte 
Vergleich mit dem kubischen System zu empfehlen. Auf den Hauptzonen 
I.Ranges liegen auch hier alle Flächensymbole, in welchen wenigstens ein 
Index I) ist. Im Dreieck [001, 100, 010] liegen die Flächen, mit ausschließ- 
lich positivem Vorzeichen der Indizes, im Felde (40T], (100), (010), (OH) 
Flachen mit einem negativen Index an dritter Stelle, im Dreieck (100), (lOT), 
(ITO) Flächen mit zwei negativen Indizes, nämlich an zweiter und dritter 
Stelle usw. 

Was die Eintragung von Flächenpolen auf Grund von Messungen betrifft, 
so erhält man die Pole auf den vornherein bestimmten Durchmessern aus 
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zunächst das Symbol des Flächenpoles, in welchem die Zone [HT: 201] den 
Grundkreis schneidet; dieses ist (5Ti) (Seite 54). Man berechnet (2TT) : (5?!) 
aus dem Doppelverhältnis (Gleichung 45a Seite 60). Dieser Abstand ist 
im rechtwinkeligen Dreieck (1H), (20T), j, [= (iTT)] gleich dem Winkel 

bei [\K\)\ ferner ist darin j^ : (20T) = -^ ; also kann man ^^:(411) = 

(iTT) : (1 H) berechnen. Das Doppelverhältnis liefert in der Zone \\K\\ 2TT] 
jetzt den Winkel [\KK] : (400). Als weiteres Beispiel sei folgendes angeführt: 
gegeben die Polkante eines Trapezoeders {^OT}, etwa (SlOT) : (0T2) = A 
Im gleichschenkeligen Dreieck (0T2), (141), (20T) kennt man den Winkel 
bei (111) = 120° und (0T2) : (20T) = -.4; man kann also (111):(20T) be- 
rechnen; ebenso kennt man wieder (2TT):(5Tl) und damit in Dreieck^,, 
(111), (20T) die nötigen Stücke, um j'^: (111) zu berechnen, womit die 
Zone [100:011] bestimmt ist. 

b) Berechnung mit Hilfe der Grundgleichungen. 

1. Hauptformel für den Winkel zwischen zwei Polen {hkl) und {pqr) 

h p + kg + lr + L [kr 4 - <// + hr+ I p + hg + k p) 



cos F= 



2. Formeln für die Rechnung innerhalb von Zonen Seite 60. 

Die Hauptgleichung liefert insbesondere in zwei Fällen eine einfache 
Beziehung fiir Z, nämlich: 

a) Wenn V als der Polkantenwinkel einer Form (pgr) gegeben ist 
[Winkel zwischen Flächen mit gleichem Abstand von (111)1 

b) Wenn V der Winkel ist zwischen einer beliebigen Fläche [hkl] 
und einer solchen [pgr] der vertikalen Prismenzone. 

Z^ = cos (100) : (010); a erhält man daraus dann, wie oben. 

Beispiele für ersteren Fall sind die Berechnung von a aus dem Pol- 
kantenwinkel (20T) : (2T0) des einfachsten Skalenoeders {20T} oder dem 
Winkel (20T) : (0T2) des Trapezoeders {20T}, ein Beispiel für letzteren 
die Berechnung aus dem Mittelkantenwinkel A des Skalenoeders (20T}; 

^=(20T):(10T). 

Berechnung der Indizes. 

Diese erfolgt am einfachsten graphisch mit Hilfe des Wulff sehen Netzes. 
Man trage nach obigem Verfahren den Pol [pgr) in die stereographische 
Projektion ein. Er liegt z.B. im Teilstück (lOT), (100), (010), (OlT). Der 
dritte Index ist also negativ. Man ziehe die GroOkreise [010:/^r] und 
[100:/^?]. Dies liefert auf [lOOiOOT] den Schnittpunkt [por) und auf 
[010 : OOT] den Schnittpunkt [ogr). Nun miOt man in Dreieck (010), [pgr), 
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(100) die Winkel bei (040) und (400) und hat nun, wie im triklinen System, 
in zwei Achsenebenen die Konstruktion ebener Dreiecke durchzuführen; 
die Achsenabschnitte bestimmen (por) und [oqr)^ womit auch (Pqr) 
ermittelt ist. 

Bei der eigentlichen Berechnung unseres obigen (Seite 401) Beispieles 
t würde Dreieck (100), (04 0), t die Hauptwinkel ly, und i?, bei (400), 
bzw. (040) liefern. Aus zwei ebenen Dreiecken ergibt sich dann [pof) 
und [oqr). 

In den meisten Fällen werden sich die Indizes schon aus den Zonen- 
beziehungen ergeben, sei es durch die Lage in zwei Zonen, sei es 
durch einen Winkel in einer Zone. Im letzteren Falle hat man für das 
Symbol [pqr) zwei Gleichungen, nämlich die Gleichung 45 Seite 60 und 
/!< + ^z/ + rz£^ = 0, wobei [uvw] das Zonensymbol ist. 

Berechnung von Winkeln zwischen Flächen. 

Im allgemeinsten Falle wende man die Hauptformel cos V für das 
trigonale System an. 

Bei der Berechnung innerhalb von bekannten Zonen kommt Formel 4 5 
Seite 60 in Betracht. 

Anhang: Gegenseitige Transformation der Bravais sehen und 

Miller sehen Symbole. 

Zur Ableitung der Gleichungen für die Transformation eines Bravaisschen 
Flächensymboles [ghkl] in ein Millersches (pqr) geht man von den Trans- 
formationsgleichungen 4 7 Seite 66 aus, indem man zuächst an Stelle eines 
vierstelligen Symboles [^ h! k' V) bei der Ableitung der speziellen Gleichungen 
das dreistellige [^ K V) unter Weglassung von k benutzt. Es wird so 

(40T4) = (404) zu (400); also \u^v,w^ = [244] 

(T404) = (T44) » (040); » [«t^t^^J = P^^] 

(0T14) = (0T4) » (004); » [«a«',^,] = ['24] 

(0004) = (004) » (444); 

(gkkl) = (g/ti) » pqr. 

Die speziellen Transformationsgleichungen werden also 

/=^ — * + /; q = h'-g+l\ r^k — h + l 

und umgekehrt: 

^-^-?. k-tHl' A- ^"">^ » /_A±L?_±^. 



108 U. SpczicUer Teil. 

durch (21 3<) den Grundkreis im Abstand — schneidet. Der Schnittpunkt 

ist (lOTO), worauf sich nun zunächst die Pole des Grundkreises vollständig 
eintragen lassen. 

Berechnung der Elemente. 

Das einzige zu berechnende Element ist ö::^=1:;r(z.B. = 1:0,4989Beryll). 

a) Trigonometrische Berechnung. Es ist ^: a = tg (0001) : (1122). 
Man hat durch Messung oder durch sphärisch-trigonometrische Rechnung 
aus einem bekannten Winkel den Winkel (0001) : (1122) zu finden. Die 
hierzu nötigen Grundlagen enthält die Entwicklung der stereographischen 
Projektion. 

b) Berechnung mit Hilfe der Grundgleichungen. 

Die Hauptformel für den Winkel zweier Pole [pqrs] und (p'q'r's'): 

j. pp' + qq' + rr' + Ass' 3 

ypt ^gt^^t^ As* • V/* + ^'* + r'* + As'* 2^* 

Zonengleichungen (1 6) Seite 61. 

Die Cosinusformel liefert eine einfache Gleichung im folgenden Falle: 
Gemessen der Winkel [p*q' r's*)\[pqrd) = V, d. h. ein Winkel zu einer Fläche 
der Prismenzone. Dann ist 

rr p/ + qq' + rr' 

>/ + q' + r*' yp'*+ q'^ + r'* + As'* 

Gemessen der Winkel zwischen zwei Polen (Pqrs) und {p'q'r's) mit 
gleichem Abstand von (0001). 

^^'^^ j, pp'-\-qq' + rr' + As* 

cos V = 



p* + q^'^r* + As* 

Diese letztere Gleichung findet also insbesondere Verwendung, wenn 
der Polkantenwinkel irgend einer Form gegeben ist. 

Berechnung der Indizes. 

Bei der graphischen Ermittelung der Indizes einer Form geht man von 
der im Feld (lOTO), (0001), (1120) gelegenen Fläche (pqrs) aus. Hat man 
diese in die stereographische Projektion eingetragen, denn zieht man den 
Durchmesser ; 0001:/^ rj] und mißt denWinkel (10T0):(/^;'^). Er liefert durch 
Konstruktion in der Ebene der horizontalen Achsen oder nach der Gleichung 
tg60 = (/ — r) • tg(IOTO) : [pqro) die Indizes /, q^ r, wobei noch q -= \ ge- 
setzt wurde und / + ^-t-r = 0. Eine zweite Zone (ITOO) : [pqrl) schneidet 

die Zone [0001 : 1 120] im Abstand (0001) : q. Dieser Abstand liefert — a' '.c' 

r 

und damit — in ebener Konstruktion; außerdem ist tg(0001):^ = — a'\c\ 

•3 

Zur Berechnung der Indizes in bekannten Zonen können die Glei- 
chungen (16) auf Seite 61 benutzt werden. 
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b) Ableitung eines orthogonal projizierten Kristallbildes aus der gno- 

monischen Projektion. 

Ausführung: Man trage in die nach Seite 39ff.odcr 71 erhaltene gnomo- 
nische Projektion auf die Ebene senkrecht zur vertikalen Achse die Gerade P 
(Leitlinie) ein für einen Drehungswinkel d = 20° und den Neigungswinkel e = 

10°(Fig. 8<). Die Gerade 
j^\ P{^ODM= {0"" und 

P±OM') ist die Polare 
zum Pol/ der Zeichnungs- 
ebene für die orthogonale 
Projektion. Diese Gerade 
jP') schneidet jede Zonen- 
gerade, z. B, Z^ in einenü 
Punkte AT,. Man bestimme 
noch den Winkelpunkt W 
(Seite 34) zur Geraden P. 
Die Senkrechte zu Wx^ ist 
die Projektion^, der Kante 
der Zone Z^ auf die ge- 
wählte Zeichnungsebene. 
Die Projektion einer jeden 
Zonenachse oder Kristall- 
kante ist also die senk- 
rechte Gerade auf die 
Verbindungslinie zwischen dem Winkelpunkt W und dem Schnittpunkt x 
der Leitlinie P mit der entsprechenden Zonengeraden. 

Beweis: Um die Projektion des Kristallbildes auf die Fläche / zu er- 
halten, wäre zunächst die ganze gnomonische Projektion auf die Zeichnungs- 
ebene / zu transformieren; die senkrechten Geraden auf den Zonenlinien 
in der neuen Lage wären dann die orthogonale Projektion der Kanten auf 
die Ebene p als Zeichnungsebene. Diese Transformation ist aber für 
Zwecke der Kristallzeichnung nicht ganz durchzuführen; es genügt die 
Richtung jeder Zone in der neuen Lage. Die Linie P wird bei Trans- 
formation die Linie der neuen Prismen; ihre Punkte fallen also ins Unend- 
liche, A/ nach M' und ferner z. B. x^ nach x^\ Dabei ist der Winkel- 
abstand Mx^ = ^ M'Ox/. Ox\ ist die Richtung der Zone Z, nach der 
Transformation. Der Winkelabstand Mx^ wird aber direkt gemessen durch 
den Winkel MWx^ beim Winkelpunkt W, Wx^ ist also selbst die Rich- 
tung der Zone Z^ nach der Transformation auf/. 

Bei der Zeichnung von Zwillingskristallen sind außer den Polen und 
Zonen des einen Kristallteiles noch jene des zweiten in Zwillingsstellung 
einzuzeichnen (Seite 43). 

1) Es ist auch einfach Strecke OM =^ ^ • tge und MW[= MD] = 




Fig. S\, 



COS£ 
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In Fig. 82 ist eine einfache monokline Kombination <^{0I0}, ;//(H0}, 
^{001}, ^{TOi} nach diesem Verfahren gezeichnet. Kante 1 = [HOHTO] 
ergibt sich als senkrecht zur Prismenlinie /*, 2 = ■ 100:001] senkrecht zu Wx^, 
3 = [010 : OOIj senkrecht zu Wx^y 4 = 010 : TOi; senkrecht zu Wx^ usw. 






^3 




^100 



Fig. 82. 



Die Ableitung des Kristallbildes aus der gnomonischen Projektion der 
Zonen ist also höchst einfach. Die häufige Anwendung des Verfahrens dürfte 
sich daraus von selbst ergeben. Nachteiliger ist seine Benutzung bei Flächen 
mit größerer Neigung. Dann gibt man jedenfalls der immer verwendbaren 
stereographischen Projektion den Vorzug. Auf Kosten der Genauigkeit kann 
man allerdings den Maßstab der gnomonischen Projektion k4einer nehmen. 

Zweckmäßig legt man auch hier ein Hilfsnetz zugrunde, z. B. das gno- 
monische Netz nach Goldschmidt, in welches Leitlinie und Winkelpunkt 
fürdie übliche Neigung und 
Drehung bereits vorge- 
zeichnetsind. Fernerseiauf 
die öfters vorkommende 
Hilfskonstruktion verwie- 
sen, nach einem sehr fern 
liegenden Schnittpunkt 
zweier Geraden (Leitlinie q 
undeineZonengerade) eine 
dritte Gerade (durch den 
Winkelpunkt H^ zu ziehen. 
Diese Aufgabe ist in fol- 
gender Weise zu lösen: a und b seien zwei Gerade (Leitlinie und Zone) mit 
sehr fernem Schnittpunkt (Fig. 82 a); nach diesem ist eine dritte Gerade durch 
D (z. B. Winkelpunkt W der Fig. 82) zu ziehen. Man ziehe durch D eine 




Goßner, Kristallberechnung und Kristallzfichnung. 
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beliebige Gerade AB^ ferner zur letzteren eine Parallele AB\ Nun ziehe 
man AB und dazu die Parallele CD\ außerdem CC \AB und schließ- 
lich CD' II AB, Die Verbindungslinie DU' gibt die Richtung der ge- 
suchten Geraden an. Bei der Anwendung dieses Verfahrens sind die 
Hilfslinien außer AB* überflüssig. 

Es muß sich verhalten AD":AB'= AD : AB. Nun ist AD :Aß = 
= AC: AA\ femer AC:AA = BC: BB* = AD'' : AB\ Also auch 
AD"\AE=AD\AB. 

Anhang: Kantenrichtige Kristallbilder. 

Eine möglichst getreue Wiedergabe der Größe der Kanten und Flächen 
an einem Kristalle wird bei der Darstellung im Kristallbild ebenfalls an- 
gestrebt. In manchen Fällen kann sogar eine genaue Darstellung der 
Größenverhältnisse erwünscht sein. Zu diesem Ziele kommt man auf ein- 
fachem Wege, wenn man von der stereographiscben oder gnomonischen 
Projektion ausgeht. 

Fig. 83 zeigt das Verfahren für die gnomonische Projektion an einem 
einfachen Beispiel. / ist die gnomonische Projektion einer rhombischen 
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Fig. 83. 

Kombination ^;/{110}, ^(IM), <^{010}, ^{001}. Man zeichnet daraus zu- 
nächst ein sog. Kopfbild (//), d. h. eine orthogonale Projektion des Kristalles 
auf die Ebene senkrecht zur vertikalen ^-Achse des Kristalles (Ebene der 
gnomonischen Projektion). Im Umriß dieser Kopfprojektion stellt man 
die Breite der nur im Durchschnitt zur Darstellung kommenden Flächen 
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der Vcrtikalzone durch Abmessen möglichst naturgetreu dar. Die proji- 
zierten Längen geneigter Kanten berechnet man nötigenfalls. 

Nun geht man zur Projektion auf die gewünschte Ebene über (///). Leit- 
linie und Winkelpunkt dazu liefern wieder die projizierten Kantenrichtungen. 
Die Senkrechten auf die Leitlinie von den Eckpunkten in // aus schneiden 
nun auf den projizierten Kanten die Längen im richtigen Verhältnis aus. 

Keiner weiteren Erläuterung bedarf das Verfahren, wenn man von einer 
stereographischen Projektion ausgeht. 

Die Begründung ist einfach; beim Übergang von Ebene // in /// er- 
scheint die Leitlinie als Drehungsachse; gleiche Punkte liegen vorher und 
nachher auf der gleichen Senkrechten zur Leitlinie. 

c) Ableitung eines Kristallbildes aus der Projektion des Achsenkreuzes. 

Ausführung: Jede Kristallfläche schneidet bei allgemeinster Lage die 
drei Achsenebenen in Geraden, z. B. die Fläche abc in den Geraden aby bc, 
ac (Fig. 84). Eine zweite Fläche aUc' 
liefert ebenfalls drei solche Schnitt- 
gerade. Die beiden Geraden bc und 
b'c* schneiden sich in einem Punkt m^ 
welcher der Schnittgeraden der beiden 
Flächen angehört. Ein zweiter Punkt 

dieser Schnittgeraden ist in unserem 

Falle noch der Punkt a. Also ist die 
Gerade am die Projektion der Kante 
zwischen den beiden Flächen. Durch 
eine ähnliche Konstruktion erhält man 
aus der Parallelprojektion (Fig. 85 a) 
des Achsenkreuzes OABC (rhom- Fig. 84. 




—B 








bischer Kristall) die Projektion jeder beliebigen Kristallkante, z. B. Kante \ 
zwischen (OH) und (110) (Verbindung von B mit ä, dem Schnittpunkt von 
aa^ mit aA)^ Kante 2 zwischen (011) und (TlO). Bei Flächen, welche nicht 
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schon durch einen gemeinsamen Punkt auf einer Achse gehen, kann man 
dies durch Parallelverschiebung erreichen oder man konstruiert in der 
wahren Lage zwei Punkte, je einen in zwei Achsenebenen. Kanten parallel 
den Kristallachsen sind natürlich von vornherein bestimmt, ebenso Kanten, 
welche als Schnittgerade einer Fläche mit einer Achsenebene erscheinen. 

Die Übertragung der konstruierten Kantenrichtungen in das eigentliche 
Kristallbild erfolgt wie bei den beiden ersten Methoden. Fig. 85 b zeigt 
eine einfache rhombische Kombination m{h\0), g[0\\). Zuerst wurden 
die vertikalen Prismenkanten, parallel OCy im richtigen Abstandsverhältnis 
übertragen, dann die der 0:- Achse parallele horizontale Kante aa^ = 
(OH):(OTl) am Ende. Nun werden nacheinander die Kanten (0H):(H0) = 4, 
(0H):(T10) = 2, (OTl):(aO) = 3 und (OTl) : (TTO) = 4 (Verbindung von B' 
mit a^y dem Schnittpunkt von aa^ mit A'a^) konstruiert. 

In der Fig. 85 a ist noch die Konstruktion weiterer Kombinationskanten 
angedeutet: (021): (410) = 5; (HO) schneidet die Ebene AOß in der Geraden 
AB, (021) in md\ ferner schneidet (110) die Ebene AOC in Aa und (021) 
dieselbe Ebene in aa^ ; die beiden Punkte a und d bestimmen also die Kom- 
binationskante 5. Ferner: (122):(lT0) = 6; (152) schneidet die Ebene BOC'm 
</» (ITO) \n/B', Die Punkte A und/ bestimmen die Richtung der Kante 6. 
Die vordere Polkante der Pyramide (111} wäre AC, die seitliche BC usw.; 
die vordere Polkante von {112} ist ^^, eine horizontale Kante ist AB usw. 



Zeichnung des Achsenkreuzes. 

Zur Projektion des Achsenkreuzes kann man verschiedene Methoden 
verwenden. 

1. Spezielles Verfahren nach Naumann. Bei der Darstellung von 
Bildern in der üblichen Lage benutzt man häufig die schiefe Parallelprojektion. 
Man zeichnet hier gewöhnlich zuerst ein kubisches Achsenkreuz und leitet 
daraus in einfacher Weise das Achsenkreuz eines anderen Systemes ab. 
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Fig. 86. 



Zur Projektion des kubischen Achsenkreuzes dreht man zunächst um die 
vertikale ^- Achse, bis die orthogonale Projektion 0D{= 1) der nach vorn 
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(Flg. 88); dann zieht man A''B und A''B' und halbiere A"B in H^ und 
A"B' durch eine Parallele zu BB' in //,. //|///, //,//,' und j55' sind 
dann die Projektionen der drei gleichlangen horizontalen Kristallachsen. 

Im monoklinen System ist die «-Achse nach vom geneigft (Neigungs- 
winkel ß): Fig. 89b zeigt die Achsenebene ac. Man verfahrt zunächst genau so 
wie im kubischen System. Dann macht man aber auf OA^ (Fig. 89 a) die 
Strecke Og- = Og^ (in der Fig. 89b) und zieht durch ^ die Parallele zu A^d\ 
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Fig. 89. 



dies liefert Punkt a auf 0A\ dann macht man aAm= g'^m] dann ist 
OAmBC d\t Projektion dreier gleichlanger Achsen des monoklinen Systems. 
Man hat jetzt nur noch OAm mit dem Wert der ä- Achse und OC mit 
jenem der ^-Achse zu multiplizieren wie im rhombischen System. 

Die Strecke Oa und aAm kann man auch berechnen. Es ist 
Oa = OA ' sin/t^' und aA„t = OC- cos/i?', wobei ß' den spitzen Neigungs- 
winkel bedeutet. 

Im triklinen System behalten wir für die Fläche (0<0) ihre Lage wie 
bisher bei. Deswegen erhält man die c- und auch ä- Achse (= 4), indem 
man die ganze Konstruktion wie im monoklinen System (Fig. 89) durchfuhrt. 

Die Ebene der d- und ^- Achse dagegen, parallel der Fläche (<00), 
erscheint jetzt gegenüber der bisherigen Lage gedreht; es ist der Winkel 
aC'Ehene : ^^-Ebene = 1 80 — (01 0) : (1 00) = C Diesen Winkel berechnet 
man am einfachsten aus den drei Achsenwinkeln. Fig. 90a zeigt nun 
wie bisher die Anordnung der horizontalen Achsen 0B^ =OA^^=^k und 
jetzt noch OB,' = OA, mit dem Winkel A,OB,'= C (kleiner 90^ an- 
genommen). Man ziehe die Gerade A^B^'^ was Punkt F' liefert; dann findet 
man Punkt A, wie im monoklinen System, ziehe femer AF', und B^' h 
parallel B^ b. Die Gerade Oh ist nun die Projektion einer horizontalen 
Geraden = \ in der neuen Lage der ^^-Ebene. In dieser Ebene besteht 
aber (Fig. 90b) noch die Neigung ^ : ^ = ^ BtOC =^ a. Man mache also 
auf OB,' in Fig. 90 a 01 = Ol' (Fig. 90 b), ziehe die Gerade //' (/' liegt 
auf Oh) parallel zu B,b\ ferner trage man die Länge l' B^ ab; dann 
ist OBt die Projektion von OB = \ in ihrer wahren Lage. 
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Die wie im monoklinen System erhaltenen Projektionen OAm und OC 
der a- und ^-Achse hat man nun noch mit den zugehörigen Werten des 
Achsenverhältnisses zu multiplizieren. 
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Fig. 90. 




Fig. 91. 



Anmerkung. Den Winkel C kann man auch konstruieren, wie Fig. 91 
andeutet. In Fig. 9< gehören die Punkte Og' V der horizontalen Ebene (senk- 
recht zur ^-Achse) an. OA^ = OBt= \ sind nach dem Umklappen in die 
horizontale Ebene gleiche Abstände auf der 
a- und ^-Achse, A^Bt ist die Entfernung 
der beiden Endpunkte der gleichlangen 
Strecken in der ai-Ehene. 

OBt erhält man aus dem kubischen Achsen- 
kreuz (für drei gleichlange Achsen) auch auf 
folgende Weise: Man trage von aus auf Am{- 
OA die Strecke OA • cos C und auf OB die \ 
Strecke OB • sin C ab und zieht durch die 
beiden erhaltenen Punkte Parallele zu OB^ 
bzw. OA (Fig. 89 a); dies gibt Punkt // (Fig. 90). 

Dann mache OV =^ Oh • sin«, ziehe durch /' die Parallele zu B^6 und 
mache /'Bt = OC - cosa. 

2. Beliebige orthogonale Projektion eines Achsenkreuzes 
(nach A. J olles). Bei der orthogonalen Projektion eines Achsenkreuzes 
beginnen wir mit dem allgemeinsten Fall, dem triklinen System. Das 
Verfahren erlaubt am raschesten zu übersehen, in welcher Stellung die 
Projektion für das Kristallbild am günstigsten erscheint. Die parallelen 
Sehstrahlen sind senkrecht zur Zeichnungsebene und die gewünschte Lage 
des Achsenkreuzes gegenüber dieser Ebene erhält man im allgemeinsten 
Falle, ausgehend von der ^^ -Ebene parallel der Zeichnungsebene, durch 
eine vertikale Drehung {d) und eine darauffolgende horizontale Neigung (e) ; 
man erreicht das gewünschte Ziel, je nach der gegenseitigen Neigung der 
Kristallachsen, nach einer der vier folgenden Methoden: 
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1 . Einfache Projektion auf die ^^-Ebene (\ 00) (Fig. 92). Man zeichnet die 
6- und r- Achse, öCund OB, unter dem Neigungswinkel a, direkt, entsprechend 
ihrem Längenverhältnis ein. In die Zeichnungsebene denkt man sich noch die 

ac -Ebene und ad-Ehene umgeklappt, was die 
gleichen Geraden OAs =^OAa = a (^ A^OB 
= y und ^ AaOC=ii) liefert. Aus der Fig. 92 
AaC^_OC\xTid A^dA^OB) ersieht man, wie 
sich die Projektion der Ä-Achse = ö-^ ergibt. 
Findet wegen der Einfachheit zweckmäßige 
Anwendung im triklinen System, wenn ß 
und ;' stark von 90° verschieden sind. 

2. Einfache Drehung d um die vertikale 
^- Achse (Fig. 93). Man projiziert zuerst, wie 
bei r, das Achsenkreuz (OCA^B^) orthogonal 
auf die ^^ -Ebene (/) und zeichnet daraus 
(Hilfslinien durch B^, An und A^ angedeutet) die Projektion auf die horizon- 
tale Ebene — Grundriß (// — CmAaBa), Dann dreht man um die Vertikale 
um den Winkel 5 und erhält im Grundriß CaAaB\ und daraus (Hilfslinien 
durch Ba und Aa) die Projektion OABC des Achsenkreuzes in der ge- 
wünschten Lage (/). 

Anwendung im triklinen und monoklinen System bei größerem Winkel ß. 




Fig. 92. 




c 



Cs 








Ain-i 



li 



~B, 



Ah 



fi 



H 



r--- 



I / 



/ 






Ul 



a 



l\ 






(h 



II 






a 



Fig. 9*. 



3. Einfache Neigung 6 um die Horizontale durch in der ^r-Ebene (4 00). 
(Fig. 94.) Man projiziert zuerst, wie bei <., das Achsenkreuz OC^A^B^ (/), 
auf die ^^-Ebene (4 00) und ermittelt dazu (Hilfslinien durch 6^, />\, A^\ 
II liefert Od) den Seitenriß OC^AsBs (III)] in diesem führe man die 
Neigung fe durch. Nach Übertragung in die eigentliche Zeichnung erhält 
man nun die Projektion OABC des Achsenkreuzes. 



B. Kristallzeicimung. 



121 




il 



^- 



b 



Bt iT^i 






Anwendung im triklinen System, wenn j^ wenig, y dagegen stärker von 
90° verschieden ist. 

4. Drehung & um die vertikale ^ -Achse und darauffolgende Neigung e 
(um eine Gerade senkrecht dazu in der Zeichnungsebene). Man projiziere 
zuerst (Fig. 95) das Achsenkreuz ^ 

nach (<.) auf die Ebene (<00)— r'V^— ~~T^-y 

OA^B^ C^ (/) und vollführe dann mit 

Hilfe des Grundrisses (//nach 2.) die / \ I Dl 

Drehung (J, was OCB^A^ liefert. 
Nach dieser Umdrehung vollführe 
man am Seitenriß (///) die Nei- 
gung e; dies liefert dann die end- 
gültige Projektion OABC des 
gegebenen Achsenkreuzes. 

Anwendung, wenn a, ß^ y 
wenig von 90° verschieden sind, 
also insbesondere auch im kubi- 
schen, rhombischen und tetrago- 
nalen System. 

3. Projektion des Achsen- 
kreuzes vom Achsenmittel- Fig. 95. 
punkt aus (Axonometrie). 

Fig. 96 zeigt in räumlicher Anschauung drei Achsenrichtungen O^Xj 0^ V, O^Z 
mit dem Neigungswinkel ZO^ K= a, ZO^X ^= ß und XO^ F= y. Eine 
Grundfläche bestimmt darauf die Parameter 0, ä, O^b^ O^Cj eine weitere 
Ebene A^B^C^ die Achsenab- 
schnitte O^A^y O^B^, O^C^. Zieht 
man von 0^ die Senkrechte ö, 
auf diese letztere Ebene, dann 
ist OA^B^C^ die orthogonale 
Projektion der drei Achsen auf 
die Ebene A^B^C^. 

Ferner ist O^s^ in der Ebene 
C^ 0^ B^ senkrecht zu C^ B^ , also 
Os^ senkrecht zu C^B^, 

Die drei Seiten des Dreieckes 
A^B^C^ erhält man aus den Achsen- 
abschnitten dieser Ebene und den 
Winkeln a, ß^ y, z. B. die Seite ^^ 
B^ C^ aus 0, /?, , Oj C^ und «. Man Fig. 96. 

stellenunzur Zeichnung desAchsen- 
kreuzes aus den Seiten dieses Dreieck in der Zeichnungsebene dar (Fig. 97) 
und konstruiere über der Seite C^B^ das Dreieck C^O^B, usw., d. h. man 
klappe die drei Achsenebenen, welche in dem körperlichen Eck 0^ zu- 
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Fig. 97. 



sammenstoOen, um die Gerade C^ B^ bzw. B^ A^ und A^C^ in die 2^ichnungs- 
ebene um. Von den drei Punkten 0^ aus errichte man die Senkrechten auf C\5j, 

B^ A^ und A^ C^ ; diese schneiden 
sich in einemPunkt O, Zieht man 
noch ö^,, OB^^ OC^j dann sind 
dies die projizierten Parameter 
der Projektionsebene A^B^C^, 

Die Längen der Grundpara- 
meter, z. B. 0,^ erhält man in 
ihrer Projektion OCj indem man 
die Senkrechten cC auf die 
Ebene A^ B, C, (Fig. 96) zieht. 
Femer ist cs^ senkrecht zur Um- 
klappungsachse B^ C,. Die Er- 
scheinung nach der Umklappung 
zeigt Fig. 97. Um also die Pro- 
jektion der Grundparameter zu 
erhalten, machen wir in unserer 
Fig. 97 0, c gleich der ^-Achse, 
O^b gleich der ^- Achse, O^a 
gleich der a- Achse und ziehen cCl.B^C^^ bBA_A^B^ und aA±A^C^ 
und erhalten die Projektion OABC des wahren Achsenkreuzes auf die 
gewünschte Zeichnungsebene A^B^C^. 

In den Systemen mit rechtwinkeligem Achsenkreuz vereinfacht sich die 
ganze Konstruktion noch um ein Bedeutendes. 

Um die Bilder in der üblichen Projektion zu erhalten, nimmt man 
dieselbe Zeichnungsebene, deren Lage bei der stereographischen Projektion 
angegeben wurde (Seite \ 09). Man berechnet für diese Ebene die Parameter 
und legt diese dann der weiteren Konstruktion zugrunde. Jede beliebige 
Projektion erhält man durch Auswahl einer Zeichnungsebene mit anderen 
Parametern, welche man nach der geeignetsten Drehung und Neigung des 
Kristalles einrichtet. 

Anhang. Die bei dieser Projektionsmethode gewonnenen Erfahrungen 
können wir zur Lösung der beiden folgenden Aufgaben benutzen: 

1. Zu einer durch ihre Projektionen gegebene Richtung durch den 
Achsenmittelpunkt 0, welche durch ihre Neigung A, //, v gegen die drei 
Kristallachsen OA^^ OB^y OC^ (Fig. 96) bestimmt ist, eine senkrechte Ebene 
zu legen und in ihren Schnittkanten mit den drei Achsenebenen darzustellen. 

Um die Neigung der gesuchten Ebene zu erhalten, nehme man 0, 
beliebig lang an und konstruiert damit und mit je einem der Winkel A, i«, v 
die rechtwinkeligen Dreiecke ö, OA^^ ö, Ö5,, 0^0 C^. Die drei Seiten O^A^^ 
0,B, und 0,C, liefern direkt das Achsenverhältnis 0,A,: 0,B,: 0,C,, 
unter welchem die gesuchte Ebene die Achsen schneidet. Man braucht 
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nur Stücke von 0^ aus in diesem Verhältnis auf den drei Achsen abzu- 
tragen; dann ist die Neigung der gesuchten Ebene bestimmt, ebenso die 
Richtung ihrer Schnittkanten mit den drei Achsenebenen. 

2. Auf eine durch ihre Projektion gegebene Ebene A^ B^' C^ (Fig. 98) 
die Senkrechte von zu errichten und den Schnittpunkt dieser Senk- 
rechten mit der gegebenen Ebene, O zu ermitteln (Abstand 00' der 
gegebenen Ebene von Achsenmittelpunkt 0). 

Man ermittele aus den Elementen des Kristalles und den Parametern 
der gegebenen Fläche die wahre Größe des Dreieckes, welches die Schnitt- 
kanten der gegebenen Fläche mit den drei Achsenebenen bestimmen — 
A^B^C^ (Fig. 97). Je zwei der Achsenebenen klappe man nun noch in 
die Ebene des Dreiecks A^B^C^ um, z. B. C^O^B^ und C^O^A^, Von den 
Punkten 0, aus ziehe man die Senkrechten zu den beiden Seiten 5, C, und 
A^C^\ ihr Schnittpunkt ist der FuOpunkt der Senkrechten von 0^ aus 
auf die Ebene. Man ziehe OB^ und OA^ und erhält Punkt D auf A^C^ und 
Punkt £'auf -Sj C,. Diese beiden Kanten werden in der eigentlichen Projektion 
(Fig. 98) durch die Geraden durch im gleichen Verhältnis geteilt. 

Um also 0* (Fig. 98) zu erhalten, 
teile man -^ / C/ im Verhältnis -^, />: Z> Cj 
und B^ C^' im Verhältnis B^E:EC^, 
Dies geschieht einfach, indem man auf 
je einer beliebigen Geraden durch A^'^ 
bzw. -ß/ die entsprechenden Stücke 
A^Dy DC^j bzw. B^Ef EC^ abträgt 
und weiter verfährt, wie Fig. 98 angibt. 
Der Schnittpunkt der beiden Geraden 
UB^* und EA^ ist der gesuchte 
FuOpunkt 0' und 0' der Abstand der 
Ebene A^B^'C vom Achsenmittel- 
punkt 0. 

Einfacher ist das Verfahren: 

a) in Systemen mit rechtwinkeligen 
Achsen. Man stellt in zwei Achsenebe- 
nen die wahren Dimensionen dar, welche der 
fraglichen Ebene entsprechen (Fig. 99). Von 
aus ziehe man die Senkrechte OD und OE 
und teile nun die entsprechenden Geraden 
^/C/ und B;C; in der Kristallprojektion 
im Verhältnis A,I)\DC,, bzw. B,E\EC,. 
Die Geraden D'B^' und E'A^' schneiden sich 
wieder im gesuchten Punkte 0\ 

b) Wenn die gegebene Ebene zwei Kristallachsen parallel ist (triklin 
und bestimmte Fälle des monoklinen Systems). Beispiel: Auf (010) im 
triklinen System von aus die Normale zu errichten. Man klappe in diese 




Fig. 98. 




Fig. 99. 
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Ebene aBc (Fig. 100) die Achsenebene BOC und BOA um, wie Fig. 404 
zeigt. Dort ziehe man OO'JLa'B' und 00'l,c'd\ G ist dann die Spur 
der Normalen von 0, dem Achsenmittelpunkt, auf die Ebene [aBc] = (040). 
Ferner ziehe man 0* D || a' B* und verlängere cO* bis E, 





Fig. 4 00. 



Fig. 40«. 



In der eigentlichen Projektion (Fig. 4 00) teilt man also aB im Ver- 
hältnis a'E:EF und cB im Verhältnis c'D\DB\ verbinde c mit ^' und 
ziehe die Parallele zm aB durch />'; der Schnittpunkt 0' ist dann der 
FuOpunkt der Normalen auf (04 0). 
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Fig. 4 02. 



c) Ist die gegebene Ebene einer Kristallachse parallel, so gestaltet sich 
die Konstruktion ganz einfach, sobald die Ebene der beiden anderen Achsen 
zu unserer Fläche senkrecht (z. B. im rhomb. System) steht. Man stellt in 
dieser Ebene die wahren Dimensionen dar, fallt auf die Durchschnittskante 
die Senkrechte von und teilt dann die Projektion dieser Durchschnittskante 
im Verhältnis der durch den FuOpunkt bestimmten Abschnitte. Im triklinen 
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die Richtung OP der Zwillingsachse als Durchschnittsgerade der beiden 
Flächen (410) und (OH ) (Kante \ in Fig. 85 a). Den Endpunkt P (Fußpunkt) 
erhält man als Schnittpunkt auf der Geraden A^P^ welche als Durchschnitt 
der Fläche [KM) und der Fläche POA^ (= <<0) erscheint. OP'väi also die 
projizierte Länge der Normalen auf die Zwillingsebene von aus. Nach dem 
oben angegebenen Satz erhält man nun das Achenkreuz in Zwillingsstellung 
OAy A^ A^j indem man A^P= A^P, dann AyP=^ A^P und A^P= A^P macht. 

2. Zwillingsebene rational, Zwillingsachse irrational. Man zeichnet in 
das gewöhnliche Achenkreuz zunächst die Zwillingsebene ein und sucht 
zu ihr nach Seite 123 die Normale von Achsenschnittpunkt aus, d.h. 
die Zwillingsachse. Ihr Fußpunkt auf der Zwillingsebene sei P, Fig. \ 06 
gilt für einen rhombischen Zwilling nach (111); rt : ^ : ^ = 0,9 : 1 : 0,6. 
Man macht AP= AP, BP, = BP und CP = CP, dann ist das Achsen- 
kreuz OAB^C in Zwillingsstellung projiziert. 

3. Zwillingsachse rational, Zwillingsebene irrational. 

Die Richtung der Zwillingsachse OP (Fig. 1 06) erhält man als Durch- 
schnittsgerade zweier rationaler Flächen, welche der Zone der Zwillings- 
achse angehören. 

; ... . ^/i 




o 




Fig. 4 06. Fig. 4 07. 

Um die Parameter der Zwillingsebene nach Seite 1 22 zu erhalten, muß 
man die Neigung OP zu den drei Kristallachsen kennen. Nötigenfalles 
findet man sie durch Rechnung; die Winkel seien l, u, v. Nun setzt 
man OP gleich einer beliebigen Strecke und konstruiert mit Hilfe von Ä, /t, v 
die rechtwinkeligen Dreiecke OPA,, OPB, und OPC,, was die Parameter 
OA, : OB, : OC,, für eine Ebene parallel der Zwillingsebene liefert. 

Um endlich den Fußpunkt P in der Ebene A^B,C, zu erhalten, kon- 
struiert man die Durchschnittsgerade dieser Ebene A.B^C, mit der Ebene OPC^ 
(also mit einer Ebene durch die Zwillingsnormale und eine Kristallachse). 
Die erhaltene Gerade C',/^ schneidet eben dann die Zwillingsachse in Punkt P. 

Die Konstruktion des Achsenkreuzes erfolgt dann weiter wie bei 2. 

Diese Art von Zwillingsbildung kommt häufiger im triklinen System vor. 
Zwillingsachse (Fig. 1 07) sei die ^ Achse (Periklingesetz). Man zeichnet die Spur 
der irrationalen Zwillingsebene mit den beiden Achsenebenen AOBundCOB, 
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nämlich BS^ und jSS,*); dann macht man AA \\ S^B und CC\\ 5,5, wobei 
CC und AA von der verlängerten OB halbiert werden. Das Achsenkreuz 
des Kristalles in Zwillingsstellung ist OAB^, 

Beispiele: Zur Erläuterung der Zeichnung von Zwillingskristallen auf 
Grund eines Achsenkreuzes seien zwei Beispiele angeführt*). 



ß- 





Fig. <08. 

Fig. 108b zeigt einen Staurolithzwilling der Kombination /«{HO}, 
^{010}, ^{004} (nur teilweise dargestellt) nach der Fläche (232) (Fall 2 
S. 126). In Fig. 108a ist zuerst das gewöhnliche Achsenkreuz [a:b:c^= 
0,4723:1:0,6804) OABC, gezeichnet nach Seite 117. Ferner enthält die 
Figur das Achsenkreuz in Zwillingsstellung OABCj die Normale OP (nach 
Seite 123 unten) auf die Zwillingsebene (232) und die zur Ermittelung der 
Projektion des Zwillingsachsenkreuzes erforderlichen Hilfslinien. 

Fig. 109b zeigt einen Orthoklaszwilling nach dem Bavenoergesetz ; 
Zwillingsebene (021); Kombination ^{001}, ^{010}, ;;/(110}, w{111}, 
;r{10l}, j{20T}. ö:^:^ = 0,6585: 1: 0,5554; /?=116«3'. Zuerst (Fig. 109a) 
wurde das normale Achsenkreuz (OABC) nach Seite 120 gezeichnet (ein- 
fache Drehung um die vertikale r-Achse). Die Fig. 109 a enthält ferner 
noch das Achsenkreuz in Zwillingsstellung [OABC) und die zu seiner 
Auffindung erforderlichen Hilfslinien, vor allem die Normale OP zur Zwil- 
lingsebene. [C^Oa ist die Darstellung der Ebene AOCA' in der Zeich- 
nungsebene; CA^ {=0A) ist dann im Verhältnis Ca.aA^ = Oö : Achsen- 



^) Man stelle die Achsenebene AOBA^ in den wahren Dimensionen dar, zieht von A^ 
die Senkrechte auf OB und teilt dann die projizierte Achse OB im erhaltenen Streckenver- 
hältnis; dasselbe geschieht mit COBC^ Man erhält also zunächst in der Projektion zwei 
Gerade durch A^ und 6",, zu welchen dann die Parallelen BS^ und BC^ zu ziehen sind. In 
Fig. 4 07 fallen zufallig einige Fußpunkte auf der ^- Achse sehr nahe zusammen. 

^) In der Projektion der Achsen verschiebe man vorher zur Erhöhung der Übersicht das 
Zwillingsachsenkreuz parallel sich selbst in der Richtung OP (Fig. 4 05 — 4 09) um eine 
passende Strecke. Der Abstand ty^OP würde der wahren Lage entsprechen. 
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länge a zu teilen. Ebenso ist COB* durch COB'* in der wacliren Größe 
dargestellt; Ob\_CB"\ es ist CF im Verhältnis Cb\bB' tm teilen. Auf 
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Fig. <09. 



diese Weise erhält man schließlich OP mit Hilfe des Teilpunktes auf B' C 
(Parallele zu OA) und auf CA' (Verbindungsgerade mit B'), Man mache 
nun PC=PC\ PB'=PB' und ziehe BB\\B'B\ Ferner PO senk- 
recht zu 0A\ also fällt (^^4 mit OA zusammen.^ 
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